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HMEF104 — Electromagnétisme
TD2 - Dipole électrostatique

1 Quadrupole

On considere la situation représentée ci-dessous ou une charge 2¢ est placée en O, qu’on prendra comme
origine du repere, tandis que deux charges —¢q sont placées en A et B. On notera AO = OB = a. Les points
O, A et B sont alignés, ce qui définit axe (Oz).

\

A (—Q). \OO (29) .B (—q) z

1. Donner les symétries et les invariances du champ électrique créé par la distribution de charges. En
déduire qu’on peut se placer dans une base polaire ou 6 désigne I’angle entre le vecteur e, et le vecteur
r=0M.

Solution: La distribution de charges est invariante par rotation autour de l'axe (Oz), il en est donc
de méme du champ électrique.

Le plan contenant M et 'axe (Oz) est plan de symétrie de la distribution de charges, et donc du
champ électrique. Ainsi le champ électrique est contenu dans ce plan. On peut donc, dans ce plan,
introduire un repére polaire de centre O et de coordonnées (r,6).

2. Calculer directement, et dans ’hypothese r > a, le potentiel électrostatique créé par la distribution.
Commenter en comparant au résultat du dipodle.

Solution: On utilise le théoréme de superposition, qui nous permet d’écrire le potentiel au point
M comme la superposition des potentiels créés par chacune des charges ponctuelles, soit :

_ 2q 7 q _ q
dmeg [OM]| ~ 4meg [AM]| ~ 4meg [BM]

V(M

On exprime chacune des distances intervenant dans ’équation précédente en fonction des coordon-
nées polaires. Par exemple, pour ||AM]| :

|AM| =||JAO + OM|| = vV AO? + OM? +2A0 - OM = /a2 + 12 + 2ar cos .

De la méme maniere on trouve que :

|BM]|| = Va2 + 12 — 2ar cos 6,
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tandis que ||OM || = r. Pour simplifier 'expression du potentiel & grande distance r > a, on fait un
développement limité des distances en fonction de a/r. Par exemple, pour |AM]| :

1 1

[AM]| ~ 3
r 1—|—2acost9—|—(a>
T

r

1 2
:[1+2ac086+<a)1
r r r
1 1 2 272
:{1—l2a0089+<a) 2acosﬁ+<a)1 }
r 21 r r r r
En ne conservant que les termes au plus d’ordre 2 en a/r, on obtient :
1 1 a 1 /a\? 3 [a\?
—— =-<d1——cosf— = | — —| = 20
[AM]| { 2() *2() }
1 a 1 (a\? 9 .
—T{l—TCOSQ-i-Q(r) (3cos 9—1)}

Le résultat s’obtient facilement pour || BM|| en substituant dans I’équation précédente —a a a, soit :

1 1 a 1 /a\?
=—<1+ - + = - 20-1) Y.
HBMH r { T cos 2 (r) (3005 0 )}

En utilisant les équations précédentes dans I’expression du potentiel, on aboutit a :

2
V(M) a {2—1 1—200894—;(2) <3C0829—1)]

- dreg |r
1

a 1 /a\?2 9
. 1+Tcos0+2(r> (3cos «9—1)]}

~ity (7) (o),

2

qga 2
V(M) = P (1 — 3cos 0) . (1)

—-1/2

L3
8

soit :

Le potentiel pour un quadrupole décroit comme 1/73, alors que celui du dipole décroit comme 1/72.
Par ailleurs, les deux potentiels sont anisotropes et dépendent de cos 6.

3. Retrouver le résultat précédent a partir du potentiel créé par un dipdle. On rappelle que le potentiel
électrostatique créé par un dipole de moment p centré sur le point P s’écrit :

p(M)_ b.p

e o]

oup=PM.

Solution: On peut assimiler la distribution de charges a la superposition de deux dipoles p1 =
qgae, = p et pa = —qae, = —p (car le dipdle est toujours orienté de la charge négative vers la
charge positive). On doit donc calculer la somme des potentiels créés par deux dipoles opposés et
centrés sur O7 et Os.
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A O O O B

D1 D2

On rappelle que le potentiel électrostatique créé par un dipdle de moment p centré sur le point P

s’écrit : PM
p .
Vp(M) = ———.
dmeg || P M ||

Ainsi le potentiel créé par la somme des deux dipoles vaut :

p OlM 02M qa OlM - e 02M - e
V(M):Vp1(M)+Vp2(M):4 ) 37 3| T 4 Sz_ 3z :

meo | |O1M]]"  [|O2M]| meo | |O1M|]”  [[O2M]||

Or,on a:
Oi.M =010+0OM = %ez + re,

Y

O:M =050 +O0M = —gez +re,
soit en calculant les produits scalaires :
a
O1M -e, = 5 + rcosd
OM -e, = —g + rcos6

et les normes :

2 2
|01 M| = <a> +r2+arcosf =r l—i-acos€+(a)
2 T 2r
2 2
|O2M| = (a) +r2—arcosf =r 1—acosﬁ+(a>
2 T 2r

Ainsi, au premier ordre en a/r, on a :

—3/2
1 1 a a2 1 3a
— = — 14 - 0 — = —|1— = 0
HOlMH3 3 + - cost + (2r> ] 3 { o cos }
-3/2 :
1 1 a a\? 1 3a
||02M||3 3 [ rCOS + (2r> ] 3 { + o CcOos }

En réinjectant dans I'expression du potentiel, on obtient :

_ g [(a _ 3a _(_@ 3a
V(M)_47r607“3 {(2—1—7%:059) (1 2rcos«9> < 2+rcos€> <1+2TCOSQ>:|

= 4735;3 (1 — 3cos? 0)

(2)

4. En déduire le champ électrique en coordonnées polaires.

Solution: On prend le gradient du potentiel électrostatique de la question précédente. On a alors
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que E(M) = E,.(r,0)e, + Ey(r,0)eq, out

v _ 3ga® 9
E.(r,0) = —E(ﬁ@) e (1 — 3cos 9) "
10V 3qa? '

Ep(r,0) = — sin(26)

v 08 "0 = T

Donner I’équation des équipotentielles. Représenter leur allure. Commenter.

Solution: Les équipotentielles sont obtenues en cherchant les lignes d’équation V(M) = Cste, soit :

1/3
)

r(0) =K (1 — 3cos? 6?) (4)

ou K est une constante réelle positive ou négative. Plusieurs commentaires peuvent étre faits :
» 7(0) = r(—0), ce qui reflete le fait que le potentiel est invariant par rotation autour de ’axe
(0O2z).
» Les équipotentielles sont invariates par la transformation § — 7w — 6 : en effet la distribution de

charges (et donc le potentiel) est symétrique par la réflexion de plan orthogonal a I'axe (Oz)
passant par O.

» Quand K — #+oo, on trouve des équipotentielles particulieres d’équation :

1
2
cos“f = -.
3
Cela correspond & deux cones de sommet O et d’angle d’ouverture 6 = arccos(1/v/3) dans les
demi-espaces z > 0 et z < 0.

» Les deux cones précédents délimitent trois régions de l’espace : a droite du cone dans le demi-
espace z > 0, a gauche du cone dans le demi-espace z < 0, ou entre les deux cones. Les
équipotentielles sont alors contenues dans les deux quadrants tels que 6 < arccos(1/v/3) et
0 > 7 — arccos(1/v/3) (K < 0) ou entre les deux cones (K > 0).

» Proche des charges, on s’attend a ce que les équipotentielles soient des spheres centrées sur les

charges.
i AN
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Allure des équipotentielles, & partir du site internet :
https://phet.colorado.edu/en/simulation/charges-and-fields.
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6.

Donner I’équation des lignes de champ. Représenter leur allure. Commenter.

Solution: Soit dé(M) le vecteur élémentaire tangent aux lignes de champ au point M. Par défini-
tion, d€(M) est tangent a E (M), soit :

de(M)NE(M) = 0.
Par la suite, on note d¢(M) = dre, + rdfeg, soit finalement :
drEg —rdfE, =0

—drsin(20) — rdf(1 — 3cos?6) =0
dr _ df(3 cos?f — 1)

ro sin(26)

On integre alors membre & membre :

T(ir’_/ede,3cos29’—1
[%

r in Q! -
o T ,  2sinf’ cosf

Pour le membre de droite, on fait le changement de variable u = cos @’ (du = —sin 6'd#’), soit :

T dy! cos 6 3U2 -1
P _/ dvo
ro T cos g 2(1_u)u

T Ay 1 /0059 3u2 -1
- du— =
c

ro T 2 Jcos 0y ud —u ,
1 cos O
']’ == [ln ud — u}
ro 2 cos 6o

1
Inr = iln‘cosgﬂ — cos 0| + Cste

soit en passant a l’exponentielle :

r(6) = Ky/|cos? 0 — cos | = K |sin 6| \/|cos 6], (5)

en factorisant par cosé (avec K une constante réelle positive).

Plusieurs commentaires peuvent étre faits :

» Les lignes de champ sont symétriques par la transformation § — —0 : ceci reflete le fait que la
distribution de charges est symétrique par rotation autour de I'axe (Oz).

» Les lignes de champ sont symétriques par la transformation § — 7w — 0 : ceci reflete la symétrie
de la distribution de charges par la réflexion de plan orthogonal & I'axe (Oz) passant par O.

» Quand K — +00, on trouve des lignes de champ particulieres telles que :
sin 04/ |cos 0] = 0,

ce qui donne # = 0, § = 7 ou § = +x/2. Les deux premieres correspondent aux lignes de
champ sur 'axe (Oz) qui convergent vers les charges négatives. Les autres correspondent aux
lignes de champ qui divergent de la charge positive, orthogonalement a I’axe (Oz).

» Proche des charges, les lignes de champ divergent ou convergent si la charge est positive ou
négative respectivement.

» Entre les charges, les lignes de champ divergent de la charge positive pour converger vers les
charges négatives.
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Allure des lignes de champ, a partir du site internet :
http://olivier.granier.free.fr/Seql0/co/ex-CCP-2-statique-E-B.html.

7. On place le quadrupodle dans un champ extérieur uniforme. Calculer la force et le moment de couple
qu’il subit.

Solution: On place le quadrupdéle dans un champ Eg uniforme. La force subie par le quadrupole
est la somme des forces subies par chacune des charges dans le champ électrique, soit :

F =—qFEy+2qEg — qEg = 0. (6)
Le moment de couple en un point C' s’obtient de la méme facon :

Mo =CAN (—qEp) + CO A (2qEy) + CB A (—qEy)
— ¢(~CA+2CO — CB) A Ey
=q¢(—-CO—-0A+2CO—-CO —-0OB) A Ey
— —¢(OA+OB) A Ey

9

soit finalement :

Mo =0, (7)

pour tout point C, car O est le milieu du segment [AB].

Le résultat aurait pu étre trouvé encore plus facilement en utilisant I’analogie avec le dipole. On
rappelle que pour un dipéle de moment dipolaire p, la force qu’il subit dans un champ uniforme est
F, = 0, et le moment de couple M¢, = p A Eg. Ainsi, on obtient pour la force :

F=F, +F,,=0+0=0, (8)

et pour le moment :
M = Mcp, + Mcp, =p1 A Eo+p2 A Ep =0, (9)

en utilisant le fait que p; = —p2.

2 Interaction de Debye

On considére un dipole permanent de moment p placé au point O. Au point M, on place une molécule
capable d’acquérir un moment dipolaire induit. On notera « la polarisabilité de la molécule, p la norme de
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p, et * = OM le vecteur position de la molécule.

1. Donner lexpression p’ du moment dipolaire induit en fonction du champ électrique E(M) créé par le
dipdle p. En déduire 'unité de o dans le systéme international, en fonction d’unités dérivées, puis en
fonction des unités de base.

Solution: Par définition de la polarisabilité, on a :

p' = aE(M). (10)
Le moment dipolaire s’exprime en C-m, tandis que le champ électrique s’exprime en V-m™'. Ainsi,
on trouve que a s’exprime en C-m?-V~!. Or le volt peut se réécrire comme une énergie par unité
de charge, et donc a peut aussi s’exprimer en C?-m?-J~!. L’intensité du courant étant une charge
par unité de temps, et en utilisant 'expression de 1’énergie cinétique, on obtient que dans les unités
du systéme international, la polarisabilité s’exprime en A%-s*-kg~!.

2. Rappeler 'expression du champ créé par le dipdle permanent au point M. On introduira un repere
sphérique (O, e,, eg, e,) et on prendra pour axe (Oz) celui du dipdle.

Solution: Le champ électrique s’écrit en coordonnées sphériques :
pcosf
E.(r,0, =
r(r.0,0) 2meor3
psinf (11)
Ey(r,0, =
ol 2 4dmegrs
E @(Tv 0, ) =0
En effet, dans le cours, nous ’avons démontré pour un repere polaire, mais ce repére polaire cor-
respond en réalité a un repere sphérique dans un plan d’équation ¢ = Cste. Une autre maniere de
se convaincre du résultat serait de repartir de I'expression intrinséque du champ électrique, et de la
projeter dans la base sphérique.

3. On rappelle que dans un champ non uniforme, la force subie par le dipole induit p’ s’écrit F =
(1/2)V (p' - E). Montrer que la force dérive d’une énergie potentielle £, . qu’on exprimera en fonction
de p, a, g, et des coordonnées sphériques.

Solution: La force peut se réécrire sous la forme :
1 «
F = —VEp,, avec Byo = —3 (p' - E(M)) = —§E2(M). (12)
Il suffit maintenant de calculer la norme du champ électrique, en utilisant son expression donnée a
la question précédente :
. 2
pcos psinf
E*(M) = [ e e }
(M) 2meerd | Amwegr3 0
P\ ’
= ( ) [4 cos? 0 + sin? 0}
4megrs
soit finalement pour 1’énergie potentielle :
E :_a< P )2(1+300829) (13)
e 2 \4megr3 '
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4. La force précédente, ainsi que ’énergie potentielle, sont des quantités instantanées qui fluctuent de
fagon aléatoire. Expliquer pourquoi. En déduire qu’il faut moyenner ’énergie potentielle sur 6 et .

Solution: Du fait des fluctuations thermiques, 'orientation du dipdle permanent p varie. Cela
revient a dire que 'axe (Oz) des coordonnées sphériques varie au cours du temps de fagon aléatoire,
la distance entre les deux dipoles étant fixée. Dire que la molécule au point M est fixe et que 'axe
(Oz) varie est équivalent a dire que l'axe (Oz) est fixe, mais que les coordonnées angulaires 6 et
@ de la molécule M varie spatialement. Ces fluctuations thermiques sont tres rapides par rapport
au temps typique d’observation des dipdles, on en déduit qu’il faut moyenner I’énergie potentielle
précédente sur les angles 6 et .

5. On rappelle que la définition de la moyenne d’une quantité A(6, ¢) s’écrit :

1 27 T
= — d dfsin0A(0, ©).
47T/0 @/0 sin 0 A(0, )

N

Calculer Fp .

Solution: La moyenne de I’énergie potentielle s’écrit :

2 27 s
_ ¢« p 1 . 2
Bpe=—3 <4mor3> 47r/0 d(p/o d9sin 6 (14 3cos?0) .

L’intégration sur la variable ¢ donne un facteur 27, et on obtient donc :

2 T
. ap . 2
Ep?e__64ﬂ-25(%716\/0 d@sm@(l—i—Scos 0).
Pour calculer l'intégrale sur la variable 0, on fait le changement de variable v = cosf (du =
—sin6do) :
ap? 1 )
Foe = = Ginters /_ du (1+3u?)
2 7
___ 31!
 647m2e3r6 [u Tu }—1
soit enfin : )
- ap
F.=—". 14
pe 1672376 (14)

6. Montrer finalement que la force moyenne entre le dipole permanent p et la molécule de polarisabilité

« a la distance r s’écrit :
3ap?

F=——"" 1.
8m2edrs

Commenter.

Solution: La force étant I'opposée du gradient de I’énergie potentielle, on obtient :

2
_ _ ap
F= VE.=v|- 2 .
P€ (16%2537“6)

En calculant le gradient en coordonnées sphériques, on obtient :

6ap? 3ap?
- 1672e3rT ér = _87r25%rgr’ (15)

&l
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en utilisant le fait que e, = r/r. Cette force est dirigée selon —e,., elle est donc attractive et tend a
attirer la molécule vers le dipdle permanent.

3 Interaction entre un dipole et une charge ponctuelle

%M
p \ ,l/}

\\\ 9 //,/
ot :
0(Q)

On considere un dip6le de moment dipolaire p au point M et une charge ponctuelle de charge ) au
point O. On notera r = OM et p la norme de p.

1. On rappelle que le champ électrique créé en un point P par le dipole s’écrit :

B, (P) - 3(p-p)p—p°p
: dmeo ||pll”

)

ou p = M P. On introduit un repére sphérique centré sur la charge. On notera i ’angle entre p et r,
(r,0,¢) les coordonnées de M et (e,,eq,e,) les vecteur de base au point M. Donner l'expression du
champ E,(O) créé au point O par le dip6le dans ce systeme de coordonnées en fonction des vecteurs de
base au point M.

Solution: Si P = O, alors p = MO = —r. Ainsi, on a pour 'expression du champ électrique :

)

3(p-r)r—71°p
Ep( ): 5
4meg ||7|]

On projette p dans le repere sphérique :
p = p(— coste, — sinvep)

ce qui nous permet de calculer le produit scalaire p-r = —pr cos . Ainsi le champ électrique s’écrit :

E,(0) = 3 (—prcosv) re, — pr? [~ cosve, — sineg]

4dreqrd
= 4775 3 [—3 cosve, + cos e, + siney| . (16)
0
= 4775073 [—2 cos e, + siney]

2. En déduire la force Fj,_,g exercée par le dipole sur la charge au point M.
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3.

4.

5.

Solution: La force subie par la charge () au point M s’écrit :

Qp

 Amegrd

F, .o =QE,0) [—2cos e, + sinteg] . (17)

Donner l'expression du champ électrique Eg(O) créé par la charge électrique ) au point O dans la
base sphérique.

Solution: Le champ électrique créé par la charge Q) s’écrit :

Q oM _ Q r_ Q

= = - = €r.
dmeg ||OM|)?  4dmeord  dmegr?

Eq(O (18)

Calculer les dérivées partielles de i par rapport a r et #. On pourra utiliser le produit scalaire p - e,.

Solution: Quand r varie a 0 fixé, ¢ ne change pas, et donc :

o

o =0 (19)

Pour calculer la dérivée par rapport a 6, on calcule le produit scalaire de p et r :

p-T = —prcos,

et on dérive membre & membre par rapport a 6. Dans le membre de gauche, p est un vecteur constant
(indépendant de 6) et donc :

2( ) = Jor _ Oer
g P T TP 5 TP 5

=rp-eg = —prsiny,

ou on a utilisé le fait qu’'en coordonnées sphériques de, /00 = eg. Pour le membre de droite, la
dérivée par rapport a € donne :

9 o
20 (—prcos) = prsin 1/1%,

ce qui nous permet de conclure que :
9y

o6 = (20)

On rappelle que la force subie par le dipdle dans un champ extérieur E s’écrit V (p - E). Calculer la
force Fg_,p exercée par la charge sur le dipole. Commenter.

Solution: La force qu’exerce la charge sur le dipdle s’écrit :
Fo.p =V (p-Eq(O)).
On calcule d’abord la quantité a I'intérieur du gradient :

_Qpeosy

b EQ(O) 471'501"2 )

- Amegr? (p-er) =
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4

ol on a utilisé que p = p (— cos e, — sineg). On obtient ainsi :

Qp o (cos¢>

4reg r2
_ Q@ {8<coszb)e +1(9(Cos,¢>e].
 Adweg LOr U 12 " roe \ r? 0

Pour poursuivre, on utilise le résultat de la question précédente. Ainsi, on obtient pour la force :

Foop=—

Qp { cos Y 1 siny O ]
F =——|-2——e, — — —
@-p dmeg e A G B 80 (21)
I [—2 cosYe, + sinYeg]
4megrs

On retrouve bien la troisieme loi de Newton (ou principe des actions réciproques), a savoir que :

Foop = —Fpso- (22)

Modéle de Thomson

On souhaite décrire microscopiquement la polarisabilité d’un atome, c’est-a-dire le mouvement du noyau

et du nuage électronique quand on impose un champ électrique. Pour cela, on considere un unique atome
de numéro atomique Z, soumis a un champ électrique uniforme E.

1.

2.

Ecrire équation du mouvement d’un électron i. On notera r; son vecteur position, me sa masse, fi
la force exercée par le noyau sur I'électron i, et f;_,; la force exercée par 1’électron j sur I’électron .
On supposera que ’électron perd de I’énergie au cours de son mouvement, du fait du rayonnement qu’il
émet, ce qui se traduit par une force supplémentaire proportionnelle a la vitesse de 1’électron, avec un
coefficient de proportionnalité m./7. On considérera que le mouvement des électrons est non relativiste,
de sorte que l'effet du champ magnétique est négligeable devant celui du champ électrique.

Solution: On applique le principe fondamental de la dynamique a I’électron dans un référentiel
R galiléen, en tenant compte de la force exercée par le noyau, par les autres électrons, de la force
d’amortissement, et de celle exercée par le champ extérieur :

d?r; me dr;
’ :ij_nwai—eE—T—’ (23)

77'1,372 .
ar | = 2 T

En déduire I’équation d’évolution de la position re du barycentre des charges négatives. On introduira

F=YZ f/Z

Solution: On somme les équations précédentes pour tous les électrons, et on obtient :

z d2’r'i Z Me d’f’i
mez di2 :Z ij—n"l‘fi—@E—TER
R

i=1 i=1 | j#i

On introduit alors la position du barycentre des charges négatives :

1 Z
re:Zi:ZIT’h
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de sorte qu’on obtient :
d?re 4 Zme dre
ZMme 12 :ZZfJ_m—}-ZF—ZGE— - 1 R.

R i=1 j#i
Or, d’apres la troisieme loi de Newton, f;_,; = —f;_;, de sorte que la double somme s’annule. On
obtient donc finalement :

dre|  Ldre| F_ cp (24)

dt2R T dt lg Mme Mo

3.

Par la suite, on suppose que F = mew?re. Justifier. Donner la dimension de wy, ainsi que son interpré-
tation physique. Donner également un ordre de grandeur de wq en fonction du rayon typique de I'atome
ag, de €g, et des données du probleme. Faire ’application numérique pour 'atome d’hydrogene. Dans
quel domaine de fréquences se trouve wg ?

Solution: On suppose que le nuage électronique est lié au noyau, c’est-a-dire qu’il ne peut pas se
déplacer sur des distances macroscopiques. Dans ce cas, quitte a faire un changement de ’origine du
repere, on peut considérer qu’a 1’équilibre (en I'absence de champ électrique), on a ro = 0. Quand
on place un champ électrique, le nuage électronique se déplace de facon opposée au champ, et quitte
sa position d’équilibre. Si on suppose que le déplacement est suffisamment faible devant la distance
typique sur laquelle la force exercée par le noyau varie de fagon significative, alors on peut faire
un développement limité a ’ordre 1 de cette force, ce qui donne I’expression approchée de la force
F = mewgre, ou le terme d’ordre 0 est nul car ro = 0 est une position d’équilibre.

Par analyse dimensionnelle, la force est homogene a une masse multipliée par une accélération, donc
wdre est homogene & une accélération, c’est-a-dire & une distance divisée par un temps au carré.
Ainsi wp est homogene & l'inverse d’un temps : c’est une pulsation qui s’exprime en rad-s—!, et
qui correspond a la pulsation caractéristique de vibration du nuage électronique dans le puits de
potentiel créé par le noyau.

Si on assimile le noyau a une charge ponctuelle de charge totale Ze (ce qui est vrai si le noyau est
sphérique, ou a grande distance du noyau), alors un ordre de grandeur de la force F' est donné par

la loi de Coulomb :
Ze?

F||l~ ——
al 4repad’

ce qui donne l'ordre de grandeur suivant pour wy :

Ze?
~ o —. 25
wo 47r80mea8 (25)

Pour latome d’hydrogene, Z = 1, et ag est le rayon de Bohr ag = 0,53 A, soit pour wy :

(1,6 x 10719)?
dr % (8,85 x 10712) x (9,1 x 10731) x (5,3 x 10711)°

(1,6 x 10-19)
A x 10-11 x 10730 x (5 x 10~11)?

N 1,62 y 1038
V47 x 53 1011 % 10730 x 1033

x 1018

1

4 % 53
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soit :

23 18 2 17 16 16 —1
wo = 4| 15 o5 X 107 =y [ < 1017~ V20 % 10% ~ 4.5 x 10 rads (26)

(un calcul exact donne wg = 4,1 x 10'%rad-s~!). Dans le vide, cela correspond & une longueur
d’onde :

2mc  2m X (3x10%) 6w

~

~ o S x 1078 = 127 x 1077 ~ 40 x 1077 m = 40 nm. (27)
wo 5x 10 5

Ao =

La pulsation wg est donc dans 'ultraviolet.

4. En déduire I’équation différentielle qui régit le comportement de r.. Commenter cette équation.

Solution: Sous I’hypothese de la question précédente, I’équation d’évolution de la position du nuage
électronique s’écrit :
d?re
dt?

1 dre

T dt

2 e
=——F. 28
» +W0're e ( )

R
Il s’agit de ’équation d’un oscillateur harmonique amorti, forcé par le champ électrique extérieur.
On remarque de plus qu’en champ nul, E = 0, et on retrouve ’équation d’évolution d’un oscillateur
harmonique amorti libre, dont la position d’équilibre est bien ’origine du repere.

5. On suppose que le champ électrique uniforme varie au cours du temps. On supposera que les lois
de I’électrostatique restent valables dans ce cas. Expliquer pourquoi on peut se contenter d’étudier la
réponse du systéme & une excitation du typique :

E(t) = E()e_th,

ou w est un nombre réel.

Solution: Le champ électrique peut de fagon générale s’écrire comme une somme continue d’expo-

nentielles oscillantes de la forme e~** avec un poids qui dépend de w :

“+o0o
E(t) :/ dwE(w)e™ ™t
—00
L’équation d’évolution de re étant linéaire, sa solution vérifie un théoréme de superposition. Pour
une superposition quelconque E(t), la solution est obtenue en superposant les solutions obtenues
pour chaque composante E (w)e~™t. C’est pour cela qu’on peut se contenter d’une seule composante.
Il suffira alors de sommer avec les bons poids a la fin.

6. Donner la solution générale de 1’équation d’évolution de r.. Montrer que, pour ¢t > 7, on a :
wt

re(t) =roe 7,

ou rg s’exprime en fonction de Eg et des données du probléme. On supposera que wor > 1.

Solution: On doit résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre.
On sait que la solution générale s’écrit :

Te(t) = Ten(t) + Tep(t),

oll Te 1 (1) est la solution générale de I'équation différentielle homogene associée (sans second membre),
et Te,p(t) une solution particuliere de I’équation différentielle avec second membre. Pour trouver la
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solution homogene, on utilise la méthode du polyndme caractéristique : on cherche la solution sous
la forme ¢ () o €5, ol s vérifie I'équation :
k)

s
82+7+w3:().
T

Le discriminant vaut A = 1/7% — 4w = [1 — (2wo7)?]/72 < 0 (car woT > 1). Les deux racines sont

donc : ) ) )
i .
S5p = —— + — (2w07)2—1:—§izw0.

Les solutions sont donc oscillantes et exponentiellement amorties :
_ —t/(27) twot —iwot
re,h(t) =e ’T’+€ +r_e ’

ou 4 sont des vecteurs constants.
On cherche maintenant la solution particuliere sous la forme :
iwt

Te,p(t) = roe” ™",

ou 7 est un vecteur constant. En réinjectant cette expression dans I’équation différentielle on trouve :

9 W 9 e
—w” — — 4+ wy| ro = ——Ep,
T e
ce qui permet d’obtenir ’expression de rg :
e/m
To = — / ° E().

2 2 _
wg —w? —iw/T
Ainsi, la solution générale de ’équation différentielle vérifiée par re s’écrit :

e/me

re(t) = e t/(27) [m_eiwot + r_e*iwot} - Ege ™", (29)

wd — w? —iw/T

ou r+ sont des constantes. Quand ¢ > 7, la solution homogene décroit vers 0, et il ne reste que la

solution particuliere, soit :
ro(t) = €/Me _ poe-ist, (30)

W —w?—iw/T

7. En déduire que ’atome acquiert un moment dipolaire p qu’on exprimera en fonction des données dans
le cas ou t > T.

Solution: En présence d’un champ électrique, les barycentres des charges positives et négatives ne
sont plus confondus, et le systeme acquiert un moment dipolaire :

p= Ze (rp —1i) = Zerp — Zere,
i=1

ol Tp désigne la position du noyau. Or, a I’équilibre, les deux barycentres doivent étre confondus,
de sorte que rp = 0. Ainsi, le moment dipolaire s’écrit :

Ze? /me
—w? —iw/T

p=—Zere = Ege ™t (31)
0
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8.

En déduire la polarisabilité o de ’atome. Commenter. La mettre sous la forme a = o’ + ia”, o o/ et

o désignent respectivement les parties réelle et imaginaire de o. Que se passe-t-il quand w = wq ?

Solution: On peut réécrire I’expression précédente du moment dipolaire sous la forme :
p=oakFE, (32)

ol
Ze? /me

2

a= :
wi — w? —iw/T

Cette polarisabilité peut se mettre sous la forme :

a=d +id, (34)
ou
, Ze? w% — w?
@ = 2 2)2 2
v Ze? w/T

me (g —w?)” + (w/7)°

On constate que « est un complexe qui dépend de la fréquence, avec une résonance quand w = wy.
Quand w = wy, la polarisabilité est un imaginaire pur.

9. Donner l'expression, puis un ordre de grandeur de la polarisabilité statique (& pulsation nulle). Com-
menter, notamment la dépendance en la taille de 'atome.
Solution: La polarisabilité statique est réelle, et vaut :
Ze?
a= 5 (36)
MeWp
Dans une question précédente, nous avions trouvé une estimation de wy :
Ze?
e e —
0 4regmead
ce qui nous permet d’obtenir une estimation de « :
o ~ dregal. (37)
En particulier, on voit que la polarisabilité augmente avec le volume de 'atome. Pour I'atome
d’hydrogene, on a :
~12 —11\3
a o 47 x (8,85><10 ) X (5,3><10 )
~ 47 x 5% x 1071 x 10733
103 _a4
m —41
~ —x 10
2
~ 1,5 x 107" C%m?.J7!
(un calcul exact donne a = 1,7 x 1074 C2.m?2.J~1).
10. En appliquant le théoréme de la puissance mécanique, montrer qu’on peut définir une énergie mécanique
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FEy, du nuage électronique qui vérifie I’équation suivante :

dE
Ttm :PdiS+Pdip7

ou By, = E. + Ep ¢, avec des termes qu’on explicitera.

Solution: On a vu que la position du nuage électronique vérifiait ’équation différentielle

d?re
dt?

1 dre

T dt

2 e
+ wyre = ——F,
R me

R

qui est ’équation de la dynamique pour une particule de masse m, soumise a trois forces :
» une force de rappel élastique Fg = —mewgre,

» une force électrique Fglee = —€FE,
. me dr
» une force d’amortissement Fyjs = —— ——| .
T dt R

La premiere force est analogue a celle exercée par un ressort, et dérive donc d’une énergie potentielle :

1
Epe = Qmewgrz. (39)

Ainsi, 'application du théoreme de la puissance mécanique dans le référentiel R galiléen donne :

dEy,

T Pyis + Paip, (40)
ou By, = E. + Ep ¢, avec
1 dre 2
E.=— — 41
¢ e ( dt R) ’ (41)

I’énergie cinétique du nuage électronique,

dre me [ dre )2
Pjs = Fgps - —| = —— [ — , 42
dis dis dt ® - ( dt » ( )
la puissance dissipée par amortissement, et
dre 1 dp
Pyip, = —eE - =—FE —| , 43
dip = TR Ty . T 2T At g (43)

la puissance fournie par le champ électrique.

Calculer, quand ¢ > 7, et sur une période T' = 27 /w du champ électrique, les valeurs moyennes de E,
E, 1, Egip (énergie moyenne fournie par le champ) et Eg;s (énergie moyenne dissipée), en fonction de
Ey, Z, e, me, w, wo, T, |a], et @’. Commenter. On supposera que Eg est un vecteur réel.

Solution: Dans I'hypothése ou t > 7, on a :

P (%

P __%g
Ze Ze

Te =

avec le champ électrique qui est une exponentielle oscillante. Ainsi, la dérivée premiére de ro est
simplement :

dre
dt |

= —iWTre.
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On peut alors calculer la valeur moyenne de I’énergie cinétique :
1 dre 2 1 dre dre |*
<E>:7m ( ) :mRe< R >’
S R dt |» 4 ° dt | dt |z
ou Re désigne la partie réelle, et z* le conjugué du complexe z. Ainsi, on obtient :
1 mew? |
E) = “mew? re|* = ———E3 44
(Ee) 4me°~’ |7l 1 (Ze)2 0 (44)
ou |z| désigne le module du complexe z.
De la méme maniere, on trouve pour I’énergie potentielle élastique :
1 2/,.2 1 2 * 1 2 2 mewglal”
(Epel) = 51t <re> = EmchRe (re-75) = 17w |re|” = 4e(Ze)2 E;. (45)
Pour la puissance dissipée par amortissement, on a :
(Py) Me (dre >2 Mew? |oz|2 9
dis) = ——— =—— - Lo
' T dt |» 2(Ze)* T 0
soit pour I’énergie dissipée par amortissement :
27 mmew |of®
<Edis> =T <Pdis> == <Pdis> = - 5 EO' (46)
w (Ze)* T

Enfin, pour la puissance fournie par le champ, on obtient :

1 /dp 1 dE
Pi)=—-(L| E)=— =
(Pasp) Z<dtn > Re(a

1
E) = —— Re(aiwE - E*) = 22 2
- 2

soit pour I’énergie moyenne regue par le champ électrique :

7TOCH 9

<Edip> =T <Pdip> = 7E0- (47)
En utilisant ’expression de «, on constate que
<Edip> + <Edis> =0. (48)

Autrement dit, en régime stationnaire, la puissance fournie par le champ est totalement dissipée par
le rayonnement des électrons, tandis que 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle s’échangent, avec
une valeur moyenne non nulle. De plus quand w = wy, les valeurs moyennes des énergies cinétique
et potentielle sont égales, ce qui est une caractéristique générale de la résonance.
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