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HMEF104 — Electromagnétisme

TD1 - Electrostatique

Le niveau des exercices est indiqué par les étoiles. Les exercices hors-programme sont notés HP.

1 Boule uniformément chargée (*)

1. Calculer le champ électrique créé par une boule uniformément chargée pg de centre O et de rayon R
dans tout ’espace.

Solution: Nous allons utiliser le théoréme de Gauss. Nous nous placons en coordonnées sphériques
de centre O. La distribution de charges est invariante par rotation autour de tout axe passant par
O donc on en déduit que E = E(r).
De plus, pour un point M donné, les plans (M, e,, eq) et (M, e,,e,) sont plans de symétrie de la
distribution de charges, et donc du champ électrique. Ainsi le champ électrique est contenu dans
I'intersection de ces deux plans, soit : E = E(r)e,.
Nous allons calculer le flux du champ électrique a travers une spheére de centre O et de rayon r :
®(r) = 4mr?E(r). D’apres le théoréme de Gauss, ®(r) = Qint (1) /€0, 0U Qing (1) est la charge contenue
dans la boule de centre O et de rayon r. Il y a deux cas a séparer :

pg4—7rr3 sir<R

Qint(r) = 4?.‘. 5 ) .
00 ?R sir>R

On rappelle que le champ électrique est continu en r = R car il n’y a pas de distribution surfacique
de charges. On en déduit finalement ’expression du champ électrique :

%er sir<R
€0
E(r) =4 o . 1)
- e, sir>R
0

2.  En déduire le potentiel électrostatique dans tout ’espace, en considérant le potentiel nul a I’infini.

Solution: On part de 'expression du champ électrique de 'égalité E = —VV. Comme E est dirigé
selon e,., on en déduit que V ne dépend que de r et de plus :
r
_por sir<R
d‘/( ) 380
—(r) = 3 .
R
dr __Po sir>R
3€0T2
On integre dans les deux situations, et on trouve :
por?
Vi(r) = ég ,
Ao +Vy sir>R
SEoT
ou Vp et V5 sont deux constantes d’intégration.
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4.

La constante V5 est obtenue en imposant que V(r — 4+00) = 0, soit V5 = 0. Quant & V4, on utilise
la continuité du potentiel en » = R (il n’y a pas de charge ponctuelle ni de distribution linéique de

0 ‘ ~ 0

660 ! 350
poR?
Vi =
! 260

Nous obtenons finalement :

&(3R2—r2> sir<R

680
3 : (2)
polt sir>R

V(r) =

3€0T

Commenter le résultat obtenu pour le champ créé en dehors de la boule.

Solution: En dehors de la boule, le champ électrique s’écrit :

Qint (7) _ Qtot

Amegr? " 477507"3

E(r) = (3)
ol Qo est la charge totale de la boule, et » = OM. On en déduit donc que le champ électrique
vu en dehors de la boule est égal a celui créé par une charge ponctuelle de charge égale a la charge
totale de la boule, et située au point O.

(**) Montrer a partir des lois de Coulomb que le résultat de la question précédente est vrai pour toute
distribution volumique de charges, de charge totale non nulle, suffisamment loin de la distribution.

Solution: Considérons une distribution volumique de charges de densité p(P) et de charge totale

On note alors O le centre de gravité de la distribution de charges, défini par :

///P62 P)OPA4V = 0.

Nous considérons maintenant un point M & grande distance de la distribution, tel que ||OM]|| > L,
ou L désigne la taille caractéristique de la distribution. On écrit alors la loi de Coulomb pour calculer

le champ électrique :
p(P) PM
- [J a0 _PM
Pes 47“50 |[PM||
/// P)PO+OM
Pesx 47T50 HPMH

ot
///PGE dmeg HPMH Pex. 4”50 HPMH

Au premier ordre non nul en L/ ||OM]|, on peut assimiler | PM || dans les deux intégrales a ||OM||.
Alors, le champ électrique devient :

/// /// O+Qtot oM :Qtot oM (4)
s s ToaT* e s ToMTF = s ToMT? = iy ToMT

non nulle :
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On retrouve que le champ électrique a grande distance est équivalent a celui créé par une charge
ponctuelle de charge égale a la charge totale de la distribution, et placée au centre de gravité de la
distribution.

Attention, ce résultat devient faux si Qi = 0, il faut alors poursuivre le développement limité a
Pordre suivant en L/ ||OM]|, ce qui donne une contribution dipolaire (voir le chapitre suivant).

2 Energie du noyau atomique (*)

On considére un noyau de numéro atomique Z qu’on assimilera a une boule uniformément chargée de
rayon R.
1. Donner la densité volumique de charges p en fonction des données du probléme et de la charge électrique
élémentaire e.

Solution: La densité volumique de charges est constante et vaut :

3Ze

= R ©)

)

2. Par analyse dimensionnelle, donner un ordre de grandeur de ’énergie d’interaction coulombienne U du
noyau. On prendra R = 1fm et Z = 2. Commenter.

Solution: On sait, par le cours d’électricité, que I’énergie d’un condensateur s’écrit @Q%/(2C) ou Q
est la charge sur I'une des armatures du condensateur et C sa capacité qui s’exprime en F dans les
unités du systéme international. Or, g = 8,85 x 1072 F-m~!, et donc egR a la dimension d’une
capacité. Ainsi, un ordre de grandeur de I’énergie d’interaction électrostatique du noyau est :

(Ze)*

M~ 1x 107 I =7x1076V. 6
R X x 10" e (6)

U=

Il s’agit d’une énergie de répulsion qui déstabilise le noyau. L’interaction forte est donc nécessaire
pour maintenir la cohésion du noyau atomique.

3. Calculer la valeur exacte de U grace au potentiel calculé a l'exercice précédent.

Solution: Dans le cours, on a vu que I’énergie d’interaction électrostatique d’une distribution vo-

U= ///P APV

Nous allons calculer I'intégrale précédente en coordonnées sphériques, en se servant du potentiel
électrique d’une boule uniformément chargée calculé dans ’exercice précédent :

27 s R
/ dcp/ dHSinﬁ/ drr?pV (r)
0 0 0
R

X 277/ dHSinﬂ/ drr?V (r)
0

0

lumique s’écrit :

U:

NI NI N =

R
X 27 [— cos@]g/ drr?V (r)
0

(NS

R
X 47r/ drr2V (r)
0
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Il reste a calculer I'intégrale sur la variable r, ce qui donne :

U =2mp /R d7"7“26L (3R2 — r2)
0

€0
2 R
T dr (3R2r2 — 7”4)
350 0
R
_ mp° R2p3 _ ﬁ
360 5 0
B A’ RD
N 1560

FEn utilisant maintenant ’expression de p de la question précédente, on aboutit a :

. 3(26)2'
QOWEQR

(7)

4. [HP] Retrouver le résultat de la question précédente & partir du champ électrique calculé également a
I’exercice précédent.

Solution: Nous utilisons maintenant le lien entre le champ électrique et I'énergie d’interaction
électrostatique obtenue dans le cours :

U= 50/// E(M)
2 M €espace

On intégre la encore en coordonnées sphériques, et comme précédemment les intégrales angulaires
se calculent aisément et donnent un facteur 4m. Ainsi, il reste a calculer :

€0 +o00 -
U:2><47r/ drrE*(r).
0

Il faut alors découper l'intégrale entre les domaines r < R et r > R, soit :
R 2 400 R\’

U= 27r€0/ drr? (pr) + 27750/ dr? | L2

0 350 R 350T2

2 2 R +o0 d
_ T {/ drr4—|—R6/ ;"}
9eo 0 R T

et finalement : -
47 p* R,

U=
1560

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
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3 Fil uniformément chargé (*)

1. Calculer le champ électrique créé par un fil infini uniformément chargé A a partir des lois de Coulomb.
On pourra utiliser le résultat suivant :
/‘+oo du B
oo (14 u2)/?
Solution: Nous notons e, ’axe du fil et nous nous plagons en coordonnées cylindriques. D’apres la
loi de Coulomb, le champ électrique en M s’écrit :
A PM
pex: Ameo | PM||
On note O un point quelconque du fil qui sert d’origine du repeére et on note 2’ la position d’un
point P quelconque sur le fil. Si on note (r, 6, z) les coordonnées du point M alors, on a :
PM = PO +0OM = —Ze, +re. +ze, =re, + (2 — 2 )e..
Le champ électrique s’écrit alors :
A +oo re z—2e
E(M) = / S Gt -3
Admey J_oo (r2 + (z — 2)?) /
_ A /+°° g e~ e,
47-‘-60 —00 (7"2 + 21/2)3/2 )
A +0o0o r by +oo Z//
= / dz" 3/26r / dz”—mez
dmeg —o0 (7"2 + 21/2) dreg —0 (742 + 21/2)
la deuxiéme égalité étant obtenue par changement de variable z” = 2’ — z. La seconde intégrale
s’annule car on intégre une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 0. Nous
posons alors z” = ru et le champ électrique se réécrit sous la forme :
A Foo du
E(M) = / —e,.
dmeor J oo (14 u2>3/2
L’intégrale restante peut étre calculée en posant u = tana. En utilisant le fait que du = (1 +
tan® a)da, mais aussi que 1 4 tan? o = 1/ cos? o, on obtient :
A +7/2 da(1 + tanZ a
E(M) = / (+—3/g€r
dmeor J_z/2 (1 + tan® )
A /+7r/2 da
= — —_—f
47'['80’/“ —7/2 \/m "
A +7/2
= / da cos ae, (9)
dmeor J _z/2
A . +7/2
= sin a e
4dmegr [ ] w2
A
- 2meor
2. Retrouver ce résultat a I’aide du théoreme de Gauss.
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Solution: La distribution de charges est invariante par rotation autour de I'axe (Oz) et par trans-
lation selon ce méme axe, donc en coordonnées cylindriques E = E(r).

De plus, pour un point M quelconque, les plans (M, e, e;) et (M, e, eg) sont des plans de symétrie
de la distribution de charges, et donc du champ électrique. Il est donc contenu dans l'intersection
de ces deux plans, soit E(r) = E(r)e,.

On considere un cylindre de méme axe que le fil, de rayon r et de hauteur h. L’intégrale du champ
électrique sur les bases est nul car le vecteur uitaire normal extérieur a ces surfaces est +e, qui
est orthogonal au champ électrique. Seul le flux latéral est non nul, qui s’écrit ®(r) = 27rhE(r).
D’apres le théoreme de Gauss, (1) = Qint(r)/£0, o1t Qint(r) est la charge intérieure au cylindre de
rayon r et hauteur h qui s’écrit Qin¢(r) = Ah. Ainsi, on obtient I'expression du champ électrique :

A
= e
Qmegr

E(r (10)

3.

Calculer le potentiel électrostatique. En déduire I’allure des lignes de champ et des équipotentielles.

Solution: Le potentiel électrostatique ne dépend que de la variable r et il se calcule par la relation
E =-VYV, soit ici :

v
dr 27?62\7" (11)
Vir)= —Fsolnr—&— Cste

On en déduit alors que les équipotentielles sont des surfaces vérifiant » = Cste’, c’est-A-dire des
cylindres infiniment longs de méme axe que le fil. Les lignes de champ sont orthogonales, et sont
donc des rayons issus du fil selon la direction e,.

4.

Reprendre le calcul du champ électrique en considérant cette fois-ci que le fil est un cylindre de rayon

R uniformément chargé p. Comparer au résultat du fil.

Solution: Dans le cas d’un cylindre, les symétries et invariances de la distribution de charges sont
inchangées, donc on a toujours E(r) = E(r)e,. Le flux se calcule de maniére identique sur un
cylindre de rayon r et de hauteur A, seule la charge intérieure change quand on applique le théoreme
de Gauss. Elle vaut maintenant :

p7rr2h sir<R

Qint(r) = 2 . .

prR°h sir> R
Ainsi, le champ électrique s’écrit :

ﬁer sir<R
260

E(r)= oR2 . (12)
—e, siT>R
2eqr

Quand r > R, on retrouve le résultat du fil infiniment fin, en posant A\ = prR2.

4 Disque uniformément chargé (**)

1. Calculer le potentiel Vj(z) et le champ électrostatiques Eg(z) créé par un disque uniformément chargé

o de rayon R sur son axe.
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Solution: On calcule le potentiel électrostatique sur ’axe en utilisant les lois de Coulomb. On note
O le centre du disque et P un point quelconque du disque. Alors, pour un point M a 'altitude z, on
a PM = PO+ OM = —re, + ze, en coordonnées cylindriques. La loi de Coulomb donne alors :

V(Z)—// oAb) ___ o /%de/RW_"/Rd””
’ pex 4meo [PM]| 4meg Jo 0o V2422 20 Jo V2422

la derniere égalité étant obtenue par intégration sur la variable 6. L’intégrale sur la variable r se
calcule aisément et on trouve :

o R o

%(z):—[\/r2—l—z2] :—{\/R2+22—\z|}. (13)
2e0 0 20

Pour le champ électrique, tout plan contenant I’axe du disque est plan de symétrie de la distribution

de charges et donc du champ électrique. Ainsi, sur I’axe, le champ électrique est uniquement dirigé

selon 'axe e, car dans l'intersection de tous ces plans. On a donc :

dVo o z z
Eyz)=————(2)e, = — {— — ——r €,. 14
0(2) dz()z 250{|z \/m}z 14
2.  En utilisant le théoréme de Gauss et la circulation du champ électrique, déterminer un développement
limité du champ électrique en dehors de 'axe, pour r < R.
Solution: On considére un point M(r, 0, z) en dehors de 'axe avec 0 < r < R. Le systéme est
invariant par rotation autour de l'axe du disque donc E(M) = E(r, z).
De plus, le plan passant par M et contenant ’axe du disque est plan de symétrie de la distribution
de charges et contient donc E(M). Ainsi, on a E(M) = E,(r,z)e, + E,(r,z)e,. On notera que
quand z = 0, alors E,. =0 et E, = Ey.
Nous considérons maintenant un cylindre de rayon r de méme axe que le disque, entre z et z + dz.
Le flux du champ électrique s’écrit alors :
r r z+dz
d® = / dr'2mr’' B, (1, 2 + dz) — / dr'2mr’' B, (v, 2) + 271'7‘/ dZ'E,(r,2'),
0 0 z
les deux premiers termes correspondant aux intégrales sur les bases, le dernier a 'intégrale sur la
surface latérale. En utilisant le fait que dz est infinitésimal, on obtient :
" " OF
do :/ dr'2mr’ (B, (1, 2z + dz) — E. (1, 2)|+27rdzE,(r, z) = 27dz {/ dr'r’ 8; (r',z) + rE.(r, z)} .
0 0
D’apres le théoreme de Gauss, ce flux est nul car il n’y a pas de charges en dehors du disque, et on
obtient finalement : . O
/ dr'r' —=(r',2) + rE,(r,2) = 0. (15)
0 aZ
Pour obtenir une seconde équation liant E, et E., on calcule la circulation sur un rectangle fermé
entre les points (0,z + dz), (r,z + dz), (r,2) et (0,2). Cette circulation est nulle d’une part car le
champ électrique est a circulation conservative. D’autre part, elle vaut :
r z+dz r z+dz
dC = / E.(r', z+dz)dr — / E.(r,2)d2 — / E.(r', z)dr’ —I—/ E.(0,2)d2
0 z 0 z
r z+dz
= / dr' [E.(r',z +d2) — E (', 2)] —/ dz' [E,(r,2") — E,(0,2)] .
0 z
En utilisant de nouveau que dz est infinitésimal, on obtient :
", 0F
dc = dz {/ ar 95 (v ) B (r, 2) — BL (0, z)]} _o,
0 0z
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soit :

E.(r,z) = /07" dr'aair (r', 2) + Eo(2). (16)

La dérivée de cette équation par rapport a z donne alors :

OFE, " 0%E, dE
g(rv Z) :/0 dT, 822 (T‘,,Z) + 70(’2)7

ce qu’on peut réinjecter dans 'Eq. (15), soit :

r v 9%E dE,
d /1! / d " T 1
/0 rr[o Y (r,z)—i-idz (2)

r r 02%E, 1 ,dE,
/0 dr'r'/o dr” 5.2 (r", 2) + o7 g(z) +rE.(r,z) =0.

+rE.(r,z) =0

Le premier terme est au moins d’ordre 3 en r/R alors que le second est d’ordre 2, et peut donc étre
négligé. On obtient finalement, au plus petit ordre non nul en r/R :

Er(r,2) = —25202), (17)

et en utilisant 'Eq. (16) :
7"2 d2E0

E.(r,z) = Ey(z) — ZW(Z)

En déduire 'allure des lignes de champ et des équipotentielles proches de 'axe.

Solution: Il existe tout d’abord une ligne de champ qui est 'axe (Oz). De plus, proche de I'axe, on
a F,. > 0, donc les lignes de champ sont légerement divergentes de I'axe. Les équipotentielles sont
orthogonales aux lignes de champ.

Plan infini uniformément chargé (*)

Calculer le champ électrique créé par un plan infini uniformément chargé o.

Solution: Nous allons appliquer le théoreme de Gauss. Considérons un point M quelconque, et
notons e, un vecteur unitaire normal au plan. La distribution est invariante par translation selon
les vecteurs e, et ey, donc E(M) = E(z).

De plus les deux plans orthogonaux a la nappe de charges passant par M sont plans de symétrie
de la distribution. Le champ électrique est donc contenu dans l'intersection de ces deux plans, soit
E(z) = E(z)e,. Enfin, le plan de charges est lui-méme plan de symétrie de la distribution et donc du
champ électrique. On en déduit donc que E(—z) = —E(z), donc que la fonction E(z) est impaire.

On consideére un cylindre de base S compris entre les altitudes —z et z. Le flux latéral est nul car E
est dirigé selon e,. Le flux a travers le cylindre est donc la somme des flux sur les deux bases, qui

s’ecrit donc, pour z > 0 :
®(z) = SE(z) — SE(—z) = 2E(2)S,

par imparité de E(z).
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Le théoreme de Gauss indique alors que ®(z) = Qint(2)/c0 = 05/cg. On en déduit alors que :

iez siz>0
280
E(2) = o . . (19)
——e, siz<0
250

2. Retrouver la relation de passage pour le champ électrique.

Solution: On trouve que le champ électrique est discontinu au niveau de la nappe de charges, en

z = 0. La discontinuité s’écrit : -
E(0") - E(07) = e (20)
0

qui est bien ce qu’on attend par la relation de passage.

6 Champ gravitationnel dans une cavité (*)

1. Calculer le champ gravitationnel dans une cavité sphérique de centre O’ dans une boule de masse
uniforme py, de centre O et de rayon R.

Solution: Nous allons utiliser une analogie avec 1’électrostatique. Considérons le cas électrostatique
tout d’abord. On peut voir la présence d’une cavité comme due a la présence d’une densité volumique
de charges —p dans la boule de centre O’, dans une boule de densité volumique +p de centre O.
Ainsi, dans la cavité, la charge totale est nulle. Le champ électrique total s’obtient par superposition
des champs créés par les deux boules. Or, nous avons vu dans le premier exercice que le champ
électrique créé en un point M intérieur a la boule chargée uniformément py est donné par :

E(M) = %OM.

Ainsi, le champ électrique total s’écrit, dans la cavité :

E(M) = 375001\4 - éo'M - %00'.

On transpose le résultat a la gravitation, et on obtient :

A7
g(M) = ?ngO,O> (21)

uniforme dans la cavité.

7 Sphéres chargées proches (**)

1. Calculer en un point M tel que OM = ze, le champ électrique et le potentiel électrostatique créés par
une sphere de centre O et de rayon R de densité surfacique de charge o(f) = opcos@ ou 6 est 'angle
des coordonnées sphériques de centre O et d’axe e,.

Solution: On utilise la formule de Coulomb pour le potentiel :

_ _ o)
Viz) = //PeE Iz [ PM]

TD1 9/19 benjamin.guiselin@umontpellier.fr



Université de Montpellier MEEF 2nd degré Physique-Chimie
Année universitaire 2020-2021 HMEF104

Ici, on doit intégrer sur les angles 6 et ¢ en coordonnées sphériques, et dS = R?sin §dfdep. De plus,

on a :
PM = PO +OM = —Re, + ze,

|PM]|| = |—Re, + ze.|| = VR? + 22 — 2Rz cos 0

Pour le potentiel, cela donne :

2 T 2 2 T .
V(2) :/ dcp/ df sin @ R70g cos § _ ooR / a0 sin @ cos ’
0 0 AwegV/R2 + 22 — 2Rz cos 0 2¢0 Jo VRZ+ 22 —2Rzcos0

la derniére égalité étant obtenue par intégration sur la variable . Pour le calcul de la seconde
intégrale, on effectue le changement de variable u = cosf (du = —sin6d#), puis on integre par
parties, ce qui donne :

V(z) = R [ du “
20 J_1 VR?2+:22—2Rzu

2 1 1d
_ oof [—u\/RQ—FzQ—QRzu] +/ CVRIY 22 —2Rzu
2e0 Rz -1 —1 Rz

- “Sf [_}gz\/m 22— 2Rau— (;Z)Q (R?+ 22 - 2Rzu>3/2] 1_1

- _65?2]:?22)2 [VR?+ 22 = 2Rzu (Rzu + R + zQ)]i

= VIO (R4 2 4 Re) VR 2R (R 42 )
- _6;022 IR = 2| (R + 2+ Rz) — |R+ 2| (R? + 2% - Rz)]|

= o [(R2+ ) (R~ 2l = R+ 2l) + Re (1R~ 2] + R+ 21)].

Il faut alors distinguer plusieurs cas, selon que le point M est a l'intérieur ou a l'extérieur de la
sphere, ce qui donne finalement :

3
% siz>R
0
002 .
V) =4 5 si-RZ:<R (22)
3
—;222 siz<—R
0

Pour le calcul du champ électrique, tout plan contenant 'axe (Oz) est plan de symétrie de la
distribution de charges, et donc du champ électrique, qui est donc contenu dans l'intersection de
tous ces plans. Ainsi, sur 'axe, on a :

200 R3
300 T €z siz>R
E0R
dVv 00 .
E(z) = —g(z)ez = _?Tfoez si —R<z<R, (23)
200R3
_ggogez siz<—R
IS4

2.  Montrer que le champ électrique obtenu est équivalent a celui créé par deux boules de charges uniformes

TD1 10/19 benjamin.guiselin@umontpellier.fr



Université de Montpellier MEEF 2nd degré Physique-Chimie
Année universitaire 2020-2021 HMEF104

et opposées, séparées d’une distance a < R selon ’axe e,. Retrouver alors le résultat de la question
précédente.

Solution: Considérons deux boules chargées +pg et dont les centres O et O vérifient OO’ = ae,.
On note O” le milieu de O et O’, qu’on choisit comme origine du systéme de coordonnées sphériques.
On souhaite connaitre la distribution de charges, et pour cela on doit calculer |OM]| et ||O’M||.

Ils sont donnés par :
a2
= <2> + 12 + arcos 6

- .
= \/(Z) + 72 —arcosé

Pour la boule de centre O, par exemple, on sait que la densité volumique de charges vaut —pq si
|OM]|| < R et 0 sinon. On cherche donc a savoir quand ||[OM || = R. Cela donne une équation du
second degré sur la variable r a résoudre :

N
(2> +7r2+arcosf =R

a2
(2> + 72+ arcos = R?-

|OM]| = |00” + 0" M|| = H;e +rey

/0| - |00” + 07| - | Y. s e,

a2
r2+arcosc9—R2+(2> =0
Le discriminant vaut A = (acosf)® + 4R? — a® = 4 (R2 — (acos 0/2)2>. Les solutions de cette

équation sont donc :
2
re(0) = —g cosf + \/R2 — <; COSH) ,

dont seule la solution positive r4(6) est & garder. De la méme maniére pour ||O’M]||, on trouve

I’équation :
2
' (0) = gcosé’i \/R2 - (;COS@) )

dont on ne garde que la solution positive. On en déduit alors que :

0 si r < min(ry(6),r,(9))
p(r,0) = ¢ £po  si min(ry(0),7 (8)) < r < max(ry(0),, () ,
0 si r > max(r(6),7,(0))

ou le signe est + si 77/, (#) > r(#) et — sinon, I'égalité étant obtenue pour 6 = £m/2. Ainsi si
6] < 7/2, on ar! (0) > ry () et finalement :

0 si r < min(r4(6), . (9))
po  siry(0) <r<ri(0)et 0] <m/2

p(r,0) = -
—po sirl(0) <r <ry(f)et |0 >m/2

0 si r > max(r(6),7,.(0))

Or I’écart radial de la zone ou p(r, ) est non nulle vaut a|cos | < R. On peut donc modéliser cette
distribution par une distribution surfacique, c’est-a-dire ’assimiler & une sphére de centre O” et de
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1.

rayon R dont la densité surfacique vaut :
7’ (0) . _

/ podr = po [ (0) — 4 ()] si 19] < 7/2
T+
T+(6) , _

/ (—po)dr = po [y (6) —ro(8)] i [6] > 7/2

a a 2 a a 2
2RCOSH+\/1— <2RCOSH> — (—2]_20059—1—\/1— <2RCOS¢9> )]

= poacosb.

= poR

On retrouve donc bien la distribution surfacique de la question précédente, en posant o9 = ppa. On
peut donc calculer le champ électrique comme la superposition des champs créés par chacune des
deux boules. A l'intérieur des deux boules, le champ s’écrit :

PO Po PO Poa 1]
EM)=—OM - —0OM=—00=—-—"—e,=——¢e¢ 25
( ) 350 350 360 360 o 350 = ( )
indépendamment du point M (ce qui signifie que le champ calculé précédemment sur 'axe est en
réalité le méme partout dans le volume délimité par la sphere).

En dehors des deux boules, le champ est dipolaire (voir le chapitre suivant).

Distribution non uniforme (*)

Calculer le champ électrique dans tout I'espace créé par une boule de rayon R, de centre O et de densité
volumique de charges p(r) = po (1 —r/R).

Solution: On applique le théoreme de Gauss. La distribution est invariante par rotation autour de
tout axe passant par O, donc en coordonnées sphériques, on a : E(M) = E(r).

Pour un point M quelconque, les plans (M, e, eq) et (M, ey, e,) sont plans de symétrie de la
distribution et donc du champ électrique. Le champ est donc compris dans leur intersection, soit
E(M) = E(r)e,.

On calcule le flux du champ électrique & travers une sphére de rayon r : ®(r) = 47r?E(r). D’apres
le théoréeme de Gauss, ®(r) = Qnt(r)/e0 ou la charge intérieure Qint(r) est obtenue en intégrant la
distribution de charges :

/ 47r7“/2p(r/)dr/ sir<R

Qint (7“) = OR .

/ 47rr'2p(r’)dr' sir>R
0

Apres intégration, on aboutit a :

4 3
ﬂTpO 3 {1 — 4;] sir<R
Qui(r)={ 3 1 .
TR?) sir 2 R
Finalement, nous obtenons ’expression du champ électrique
3
gor{l—ug]er sir<R
€0
B(r) = ” . (26)

i e, sir>R
12eq72 B
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9 Modéle de ’atome (**)

On consideére un atome de numéro atomique Z représenté par la superposition de deux répartitions :
une sphere uniformément chargée en volume de rayon a et de centre O pour le noyau, et une répartition
volumique de charges extérieure au noyau définie si r est la distance au centre O par p(r) = Ar~" pour
r > a, ou A et n sont des constantes.

1. Donner une condition sur n, puis calculer A en fonction de n, Z, la charge électrique élémentaire e et
a.

Solution: On calcule la charge négative totale de la distribution p(r) :

+oo +o0 r3—n
Q= / dranr?p(r) = 47rA/ 2T =41 A [ ]

+o0

3—n

a

Pour que l'intégrale converge en r = 400, il faut que 3 —n < —1, soit n > 4. Dans ce cas, la charge
totale vaut Q = 4w Aa®~"/(n — 3). Par électroneutralité, cette charge doit étre I'opposée de celle du
noyau, soit Q = —Ze. On aboutit donc a :

Ze n—3

A=—(n- 3)Ea (27)

2. Calculez le champ électrique et le potentiel électrostatique en tout point de ’espace.

Solution: On utilise le théoréeme de Gauss. Les invariances de la distribution de charges par toute
rotation d’axe passant par le centre du noyau impliquent que E(M) = E(r).
De plus, pour un point M quelconque, les plans (M, e,, eg) et (M, e,, e,) sont plans de symétrie de
la distribution et donc du champ électrique. Le champ est donc compris dans leur intersection, soit
E(M) = E(r)e,.
On calcule le flux du champ électrique sur une sphere de rayon r : ®(r) = 4wr2E(r). D’aprés le
théoréme de Gauss, ®(r) = Qint(7)/c0, ou la charge intérieure dépend de r selon :
41
Po 3
3
"2
Ze+/ drr’“dr’p(r') sir>a

a

sir<a

Qint (T) =

)

oll on a noté pg la densité volumique de charges dans le noyau : pg x (47/3)a® = Ze. Par intégration

élémentaire, on obtient :
3
r
Ze (> sir<a
a
Qint(r) =

a n—3 ’
Ze <> sir>a
T

ce qui donne pour le champ électrique :

Ze T .
Tre X ger sir<a
Er)=9 5, . 2\ " . (28)
X — X () e, sir>a
dmeg a3 r

Pour le calcul du potentiel électrostatique, on utilise sa relation avec le champ électrique : E =
—VV. D’apres lexpression du champ électrique précédente, on en déduit déja que V(M) = V(r)
en coordonnées sphériques. De plus, pour r < a, on a :

dv Ze r

"= T X @
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soit en intégrant :

ou V) est une constante d’intégration. De la méme maniere, quand r > a, on a :

1-n
)

iy 28 T (a)”_ Ze
dr  Amey | a3

r)  Ameggadm

soit en intégrant :
Ze r2n

dmegad—" 2 —n

Vir)= + Vs,

ou V est une seconde constante d’intégration. Quand r — 400, V(r) tend vers Va (car n > 4). Si on
impose la nullité du potentiel a I'infini, on obtient V5 = 0. La constante V; est obtenu par continuité
du potentiel en r = a (car il n’y a pas de distribution linéique de charges), soit :

Ze Ze
— Vi=——
8mepa dmepa(2 —n)
" Ze Ze

- 4mega(2 — n) + 8meoa

Ze 2
Vi = 1—
! 8mega ( 2n>

n Ze
Vi =
! n — 2 8mepa

Ainsi, on obtient finalement pour le potentiel :

Ze n <'r 2 —_
— | - sir<a
8mega \ n — 2 a -

Ze (a)”_Q s .
— (- sir>a
drepa(n —2) \r -

Vi(r) = (29)

10

1.

Théoréme d’Earnshaw (**)

Montrer qu’il n’existe pas d’extremum du potentiel électrique dans une région de I'espace vide de

charges.

Solution: Considérons une région de I’espace vide de charges, et imaginons que le potentiel présente
un extremum en un point M. Comme le potentiel décroit le long des lignes du champ électrique, cela
signifie que suffisamment proche de M, toutes les lignes de champ divergent (si c’est un maximum)
ou convergent (si ¢’est un minimum). Considérons maintenant une boule centrée sur M et de rayon
suffisamment petit. Le flux du champ électrique a travers cette boule est donc non nul, strictement
positif si V(M) est maximum, et strictement négatif sinon. Or d’apres le théoréme de Gauss, ce flux
est nul car il n’y a pas de charges dans I’espace. On aboutit donc a une contradiction, et I’existence
d’un extremum est exclu.

2.  En déduire qu'une distribution discrete de charges ponctuelles n’est pas stable.
Solution: Considérons une distribution discrete de charges ponctuelles, et isolons une charge ¢
au point M. Pour que la distribution soit stable, le point M doit correspondre a un minimum de
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Pénergie potentielle de la charge. Cette énergie potentielle s’écrit ¢V (M) ou V(M) est le potentiel
créé par les autres charges en M, quand la charge g est absente. D’apres la question précédente, ce
potentiel ne peut pas avoir d’extremum en M, et donc I’énergie potentielle ne peut étre minimale.

11 Potentiel électrostatique dans un plasma [HP] (***)

1. On s’intéresse a un plasma électriquement neutre a une dimension dans le vide, constitué de charges
positives de charge +e et de charges négatives de charge —e. Il occupe le demi-espace z > 0. On souhaite
calculer le potentiel V(z), ainsi que les distributions p4(z) de charges positives et négatives. Rappeler
I’équation de Poisson, reliant le potentiel a la distribution de charges.

Solution: L’équation de Poisson s’écrit :

BV (2 -(2)

AV(:) = Tyl = 22T

(30)

2. On suppose que les particules se répartissent dans ’espace selon une distribution de Boltzmann a la
température 7. En déduire une seconde relation entre les distributions de charges et le potentiel. On
prendra le potentiel nul a ’infini.

Solution: L’énergie d’une particule chargée dans un potentiel s’écrit E, . = ¢V, avec ¢ la charge
de la particule. On en déduit donc que :

poe) = o exp (-

eV(z)>

kT
_ ) eV(z)) ’
o) = ol exp (1
ou kp est la constante de Boltzmann, et péi) sont des préfacteurs. Le potentiel étant pris nul a

Pinfini, on a, py(z — +00) = p(()i), ce qui impose par électroneutralité, que les deux préfacteurs

soient opposés. Ainsi,
eV (z) )

kpT

)

p+(2) = poexp (—
(31)

p—(z) = —po exp (

3. On note ng la densité volumique de particules chargées positivement. Donner une équation vérifiée par
V(z).

Solution: On utilise les résultats des deux questions précédentes :

0= 8 [ (57 o (557

Or pg = nge, d’ou finalement :

1 2 o ($12) o (55

€0 kT kT
32
PV o) 20, (V12) >
dz2 - €0 k‘BT
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4.

Trouver une intégrale premiere de ’équation précédente. On prendra le champ électrique nul a Uinfini.

Solution: On multiplie I’équation précédente par la dérivée premiere de V(z), soit :

d?v 1% 2ngpe eV(z) dv
i ) = inh =
gz () * g (B = msim (kBT ) 3 )

puis on integre membre & membre, ce qui donne :

1/dv ., \? 2nkpT eV (2)
== =" h .
5 (dz (z)) = cos ( T ) + Cste

Le champ électrique et le potentiel étant nuls a I'infini, on a :

d‘:(z — 400) =0

V(z = +00) =0

9

ce qui donne en réinjectant dans 1’équation précédente :

2nokpT
O:M—&-Cste
€0
2nokgT ’
—M:Cste

€0

(G00) =5 o (7)1

(dV( ))2 _ MSiHhQ (eV(z)> ,

dz €0

soit finalement :

otl nous avons utilisé I'identité cosh x — 1 = 2sinh?(x/2).

5.

Trouver l'expression du potentiel et des distributions de charges. On rappelle qu’une primitive de

x — 1/sinhx est x — In [tanh(z/2)]. On notera également Vj le potentiel en z = 0.

Solution: On repart de I’équation précédente, et on en prend la racine carrée, soit :

T
dv 8nokp sinh <6V(z)>

dz ( ) €0 QkBT

On procede ensuite par séparation des variables, soit :

dVv -+ SnOkBTdZ
inh( eV ) €0
> QkBT
/W) /SnoszT / &
V() 3 h
sin 2k:BT

On procede par changement de variable u = eV /(2kpT'), d’ot :

QkBT/Zk](;Z)“ 8n0k‘BT/ 3
+y/ dz

e Vo smhu

2kpT
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On peut alors intégrer membre & membre pour obtenir :

2kpT eV (2) eVo | |8nokpT
. {ln [tanh <4k‘BT)] In {tanh (4k’BT>}} =+ = z

eV (z) 2nge? eVo ﬂ
In |tanh =4 1 h
”{an <4kBT>} knTeo” © “{ta“ (4kBT

Qand z — 400, le membre de gauche tend vers —oo. On en déduit donc que c’est la solution avec

un — qu’il faut garder, soit :

eV (z) 2npe? [ ( eVo )}
In [tanh = — In |tanh .
n[an (4kBT) T e e T

I faut maintenant isoler le potentiel V'(z), soit :

eV (z) eVo ) 2npe?
tanh — tanh _ _
an (4kBT> an (4kBT exp kpTeo

Il faut maintenant trouver la réciproque de la fonction x — tanh x :

exp(2z) — 1

exp(2z) + 1 Y

<= exp(2z) — 1 = y[exp(2x) + 1],
1+y

tanhzr =y <—

d’ou pour le potentiel :

2 2
1+tanh( Vo )exp —1/ 10¢ z
GV(Z) _ 1 4I€BT /fBTE()
et ? 1 — tanh ( Vo ) exp | — 2noe? z
akpT ) P ksTeo

) (34)
| 2nge?
1+ tanh ( > exp | — z
2/{?BT 4kBT P ( kBTé“()
€ 2nge?
1 — tanh —/
k (4kBT> xp ( kBTé“()z
On obtient alors les distributions p4 (z) par la relation de Boltzmann :
5 2
eVo [ 2nge
1-— h —
tan <4k‘BT) P ( kBT€0 Z)
p+(2) = nge 5 ) (35)
eVo [ 2nge
1 h —
+ tan <4kBT> exp ( kT z)
5 2
2nge
1 h —4/
+tan (4kBT> xp ( ]{ZBTS()
(36)
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6.

Simplifier 'expression du potentiel V(z) a grande distance. Pour cela, on comparera z a une distance

caractéristique Ap. Commenter.

2npe2

BT'so
kBT€0
Ap = . 37
p \/ 2npe? (37)
Dans ce cas, exp(—z/Ap) est trés petit devant 1, et on peut faire un développement limité :
_ . )
2kgT eVo 2npe
V(z) = | 1 + tanh —
(2) o ( + tan <4k:BT) exp ( \/ kBTeoz
4kgT [ eVh 2nge?
= In {1+ tanh —
e |t Ttan <4kBT> P ( kpTeo
4kBTt h( eVh ) 2nge?
= an exp | — z
(& 4l€BT P kBTEO

_ dkpT tanh( Vo )e (—Z>
e w57 ) TP\,

Le potentiel décroit donc de maniére exponentielle, sur une distance caractéristique A\p (longueur
d’écrantage dite de Debye).

Solution: Dans I'hypothése ou z > 1, soit z > Ap, ou

(38)

7.

Simplifier ’expression du potentiel a toute distance, dans 'hypothese ou les fluctuations thermiques

sont grandes : eVy < kpT. Commenter.

Solution: Dans ce cas, on peut simplifier I’expression du potentiel en linéarisant la tangente hyper-
bolique, puis en faisant un développement limité de I’argument du logarithme, puis du logarithme

lui-méme :
2 2
1+ tanh <6V0> exp [ —1/ noe”
z) = In

‘ 1 — tanh < Vo ) exp | — 2nge? z
akpT ) P kpTeo

N Vo 2npe?
xp | — 2z
2k T 4k’BT kBTEO
In
€ eVo 2npe? -
— exp | — z
4kpT P kpTeo ' (39)
4]{}BT V() 271062
= In |1 —
e +4k:BTeXp( \ kpTeo”

TD1

18/19 benjamin.guiselin@umontpellier.fr



Université de Montpellier MEEF 2nd degré Physique-Chimie
Année universitaire 2020-2021 HMEF104

On trouve alors une décroissance exponentielle sur la distance caractéristique Ap, depuis z = 0.

TD1 19/19 benjamin.guiselin@umontpellier.fr



