LICENCE SCIENCES DE LA MATIERE (L3) 2023-2024

OUTILS MATHEMATIQUES (2 HEURES)

Les notes de cours sont le seul document autorisé. Les calculatrices, ordinateurs, tablettes, téléphones, ou
tout autre appareil électronique, sont interdits.

Quelques conseils générauz :
1. L’énoncé est volontairement long, il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour réussir.
2. Toute réponse doit étre justifiée.

3. Les différents exercices sont indépendants, et il y a beaucoup de questions indépendantes au sein méme
de chaque exercice.

4. Le soin apporté a la copie, ainsi que l'orthographe, seront pris en compte dans la notation.

I. Fonction de Green et résolution d’une équation différentielle

On souhaite résoudre 1'équation différentielle (pour s € R**)

() = s*f(z) = g(a), (1)

d’inconnue f(z). On a vu en cours une maniere de résoudre cette équation en utilisant la méthode de
variation des deux constantes. On propose une autre méthode, qui s’appuie sur la distribution de Dirac, et
qui consiste a résoudre dans un premier temps 1’équation différentielle

fi(x) = 8 f5(x) = 6(x), (2)
ou f5 tend vers 0 quand z tend vers £oo.

I.A. Résoudre I'Eq. (2) en séparant les cas z < 0 et = > 0.

Solution :
Pour x < 0 et z > 0, on doit résoudre f{(z) — s*fs(x) = 0. On en déduit alors que

Aes® + Ale™8% 1 <0,
fé(T) - —sT /8T
Be % + B'e®®, x>0,

avec A, A', B et B’ quatre constantes d’intégration. On impose que f5 tende vers 0 quand
x — +o00. On en déduit alors que A’ = B = 0.

I.B. Justifier qu’on peut choisir f5 paire. On fera ce choix dans les questions qui suivent.

e N

Solution :

Si fs est solution, on considére la fonction h : z — fs(—z). On a alors que h”(z) = f{(—x), et

finalement

h'() = s*h(z) = f§ (=) = 5*fs(~x) = 8(~x) = é(x),

car 0 est paire. En d’autres termes, si fs est solution x + fs(—x) 'est aussi. Par linéarité de
I’équation, la fonction x — [fs(x)+ f5(—x)]/2 est également solution, et cette fonction est paire.

. J

I.C. Montrer que [©2dx fs(x) = —1/s.

Solution :
Pour cette question, on fait comme si f5 était une fonction ayant des propriétés de régularité
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suffisantes. On integre alors 'Eq. (2) sur R, et on obtient

+00 +00
f$(+oo)fg(oo)82/ dxfg(:c)z/ dz 6(z) = 1.

— 0o — 00

Or f§(£o00) = 0, d’ou le résultat demandé.

I.D. En déduire que
1

fi) = —5oe .

Solution :
11 suffit d’appliquer la condition précédente a fs(z) = Ae~s2l. On trouve alors

+00 +00 24
/ dz fs(z) = 2A/ dee ™ = —.
—00 0 S

On obtient alors le résultat demandé par I’énoncé.

\ J

I.E. On se propose de vérifier que fs vérifie bien I'Eq. (2). Pour cela, il faut calculer sa dérivée seconde au
sens des distributions. Calculer I'intégrale

+o00
/ do f1(2)p(x),

—00

ol ¢ est une fonction test (c’est-a-dire une fonction de classe C* & support borné), et en déduire que
fs vérifie bien I'Eq. (2).

e Y

Solution :
On procede comme indiqué par ’énoncé en multipliant par une fonction test et en intégrant.
Apres une double intégration par parties (la fonction test étant & support borné), on trouve

+o0 +oo
/ dx f§ (x)p(x) = / dz f5(z)¢" (),

—0o0 —0o0

1 /0 Y 1 [t "
=, dze®* " (x) — 29/0 dze %" (z).

On procede alors en intégrant par parties deux fois chacune des deux intégrales. On trouve alors,
pour la premiere intégrale,

0 0
/ dz e (x) = [(p'(x)esﬂ(ioo — s/ dz e® " (x),

— 00 —0o0

0
= [ (@)™, — slp(@)e ™, + 5 / dz e (z),

—00

0
= ¢'(0) — sp(0) + 82/ dz e*Fp(x).

— 00

On procede pareillement pour la seconde intégrale

400 +oo
/ dze " (x) = {go’(:p)efsm]g_oo + S/ dz e " (),
0 0
o / —sx1 1t —sx1+00 2 e —sx
= [¢'(x)e”*]g 7 + s [p(x)e ] +s ; dze™*p(z),

+o0
= —'(0) — s5p(0) + 52/0 dze *Tp(x).
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En combinant les deux résultats obtenus, on obtient finalement que :

1 v 1Y
_23/ dze*p(z) — 23/ dxeswgo(a;)l,

+o0o
= p(0) + 52/ dz f5(z)e(x)

—00

+o0 oo
—/ dzd(z)p(z) + 82/ dz f5(x)e(x).

—0o0 —00

+o0
/ Ao f1(2)¢(x) = 9(0) + 5°

—0o0

Cela étant vrai pour toute fonction test ¢, on en conclut que
fi(x) = 8(x) + 5 fs(),

et donc que f; vérifie bien I'Eq. (2).

I.F. On souhaite maintenant résoudre 'Eq. (1) pour g(z) = cos(qz) (pour ¢ € R). Justifier qu’une solution
f se met sous la forme f = f5* g, ou * désigne le produit de convolution. En déduire f.

Solution :
On souhaite résoudre I’'Eq. (1). Pour cela, on utilise le fait que § est le neutre pour 'opération

de convolution :
—+o00

4(z) = (g %) (x) = / da! 8z — ') g(a).

—00

On doit donc résoudre

+oo

f@) =) = [ da' 8o - o)gla)
—00

Le second membre peut s’interpréter comme une superposition de § pondérés par g. Pour un

second membre de la forme 6(z—2"), la solution a été déterminée dans les questions précédentes :

il s’agit de fs(x — 2’). Par linéarité, la solution de cette équation différentielle sera donc

+o0
f(a) = / de’ fs(a — )g(a’) = (f5 % 9) (@),

—0o0
On calcule maintenant explicitement ce produit de convolution pour g(z) = cos(qz) :

o[t /
flz) = s da’ e =17~ cos(qa’).
— 0o

On décompose l'intégrale pour expliciter la valeur absolue, et on obtient

I / 1 [ree /
flz) = dz’ e 5@~ cos(qa’) — / dz’ e¥@=*) cos(qa’).

25 oo 2s

On effectue alors les changements de variables y = z — 2’ et y = 2/ — x dans les deux intégrales
respectivement, et on trouve, aprés manipulations des fonctions trigonométriques,
1 [tee 1

f@)= g5 [ dyecoslafa — )] - 5

1 e
= ——cos(qr) / dy e* cos(qy).
S 0

+oo
/ dy e™* cos[g(z + y)]
0

On calcule l'intégrale restante en passant en complexes

e —sy e —(s+iq)y 1 s
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1.G.

I.H.

soit finalement

Retrouver le résultat de la question précédente par un calcul direct.

L

Solution :

On veut résoudre 1'équation différentielle f”(x) — s2f(x) = cos(gx). Par linéarité, on cherche
une solution de la forme f(x) = C cos(qz). En réinjectant, on trouve que f est solution si et
seulement si —¢2C — s2C = 1, et on retrouve le résultat de la question précédente.

Retrouver le méme résultat en utilisant la méthode de variation des deux constantes.

~

Solution :
On souhaite déterminer I'unique solution au probleme de Cauchy :

["(x) — 5> f(x) = cos(qx),

1
0)=———.
f ( ) s2 + qQ
Pour cela, on commence par résoudre 1’équation homogene associée dont la solution s’écrit
fu(x) = Acosh(sz) + Bsinh(sx), ou A et B sont des constantes d’intégration. On cherche
maintenant une solution au probléme de Cauchy f(z) telle que

8]

{f( ) = A(x) cosh(sz) + B(x) sinh(sx),
f(x) = sA(x) sinh(sx) + sB(x) cosh(sz).

On détermine alors f”(z), et on en déduit alors que f est solution si et seulement si
sA'(x) sinh(sz) + sB'(x) cosh(sz) = cos(qx).
De plus en dérivant f, on obtient que
A'(z) cosh(sz) + B'(x) sinh(sz) = 0.
La résolution des deux équations précédentes par la méthode de Cramer permet d’aboutir a

cos(qx) scosh(sx)

0 sinh(sx) 1
Alx) = = —— cos(qz) sinh(sz),
ssinh(sz) scosh(sz) s
cosh(sz)  sinh(sz)
et
ssinh(sz) cos(qx)
) cosh(sx) 0 1

x) = = — cos(qz) cosh(sz).
s

ssinh(sx) scosh(sx)
cosh(sz)  sinh(sz)

La solution du probleme de Cauchy s’écrit alors

1 [* 1 L
o) = |5 [ contanty simhto) — s cosh(sa) 4 [ o costg)coss) sinbo),
1 [® 1
_t d / / . h EERPWAN I
5/0 x' cos(qa’) sinh[s(x — )] 2+ g

5 cosh(sz),
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ou on ajouté une solution de I’équation homogene pour vérifier la condition initiale.
Il nous reste maintenant a calculer l'intégrale en passant en complexes :

/ da’ COS(q{L’/) sinh[s(aj _ x/)] _ }Re {/ dz’ etic’ {es(l‘fz’) _ efs(xfx/)} } 7
0 0

2
T
0}
T

1 e(iqfs):r’ x e(iq+s)z’
— _R sx __—sz
2 {6 [ ig—s L )

ig+s

= —Re - ,

2 ig—s g+ s

1 el _ psT elar _ o8z
- "R -

2 C{ iqg—s ig+ s }

1 iqx sx iqr ST

e ) (7 = ) — ) (¢ )
= —ﬁ [cos(qx) — cosh(sx)].

On retrouve alors le résultat des deux questions précédentes.

II. Calcul d’intégrales Gaussiennes

On souhaite calculer I'intégrale

I = / dfe—%fTAf-f-f 57 (3)
ZeR™
avec A € M,(R) et b e C". On rappelle que :
I n
g=|:|, &= (xl xn), Fo=20=3 b
i=1
In

II.A. Justifier qu’on peut toujours se ramener a une matrice A symétrique. Par la suite, on supposera la
matrice A symétrique et définie positive : Vi € R? #7 AZ > 0 et #7 A = 0 <= & = 0.

Solution :
On décompose la matrice A en sa partie symétrique et sa partie antisymétrique respectivement :

A+ AT A AT

A=

> T

On a alors, pour & € R™,
T AT
T T <A+A >§+ L <A A )i

2 2

Or,
A— AT 1 1 1 1 1 !
il <2> Z= §fTAf— §fTATﬂ: 5ng(A:E) — i(Aﬁ)Ti’: 5% (A7) — 5(AZ) - T=0

On en tire donc que

et donc qu’on peut se ramener & une matrice symétrique, quitte a remplacer A par sa partie
symétrique (A + AT)/2.
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II.B. Justifier qu'il existe P € M,,(C) et A € M, (R) telles que

PPT = PTP =1d, A diagonale & valeurs strictement positives, A = PAPT.

Solution :

La matrice A étant symétrique et réelle, elle est diagonalisable en base orthonormée d’apres
le théoreme spectral. Il existe donc une matrice A diagonale a valeurs réelles, et une matrice
P orthogonale (vérifiant PPT = PTP = 1d) telles que A = PAPT. De plus, si ¥ # 0 est un
vecteur propre de A pour la valeur propre A, on a que ! A7 = \||7]|2. Comme #7 AT > 0, on en

déduit que A > 0. La matrice A est donc a valeurs strictement positives.

\

II.C. On rappelle le résultat de 'intégrale Gaussienne a une dimension (pour a € R**) :

“+o0o
/ dye ™" = \/g ' (4)

Montrer que l'intégrale donnée par 'Eq. (3) s’écrit :

2m) 17T A—17
15T AE

I = e
det(A)
Indication : On utilisera le résultat de la question précédente, et on effectuera un changement de va-
riable.
Solution :

-,

On utilise la décomposition de la question précédente, et on a (avec & - b= 71'b)

1T T2y 2p
_ = —5&' PAPYZ4+%b
—/ dre 2 ,

)

ol on a utilisé le fait que la matrice P est orthogonale. On effectue alors le changement de variable
7 = PTZ, de jacobienne PT (changement de variable linéaire inversible). Le déterminant de la
matrice P valant +1, la valeur absolue du jacobien vaut 1, et la formule du changement de
variable donne alors

yeRn
Y1
M > Y2
En notant ' = PTb, 7= | " |, et A1,... A, les valeurs propres de A, on obtient
Yn
+OO Jroo +OO n n ,
I= / dy1 / dys ... / dyn 073 Dy NYT D wibl
—00 —00 — 00

On peut alors intégrer séparément sur chacune des variables, en complétant d’abord le carré :

, ﬁ /,Jroo d —LN2 4yt ﬁ oo d 7l/\'(y-fb’/)\')2+b/2/(2)\')
= yi621z 1 = yieglliz f i)
=17 790 =17~
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On effectue dans chacune des intégrales le changement de variable z; = y; — b, /\;, et on trouve

n o0
j Heb?/(z)\i)/ da; -3 = H 271' b/2/(2)\
i=1 o0

soit finalement, en reconnaissant le déterminant de A comme le produit de ses valeurs propres,

I — (27T)n e% 2?21 b?/)\ 27[' % 1b/ 7T n % PA— IPTb
A det(A) det

On obtient alors le résultat demandé en notant que A~' = (PAPT)~ PTY=IA-IP! =
PA~!PT (P est une matrice orthogonale).

L J

II.D. En déduire la valeur de l'intégrale (pour a € C) :

+o0 +oo +oo 5 5 o
/ dCC/ dy/ dze 2 —2y“—z +:ch+ay.
—00 —0o0 —0o0
Solution :

On va appliquer le résultat de la question précédente pour

2 -1 0 0
A = —1 4 0 5 b — a
0O 0 2 0
On a alors, en développant par rapport a la derniéere ligne
2 -1
det(4) =2| 7 | =14
De plus, on a que
0
“brA"b=—1((0 1 0)A 1{=—(4 = A
2 2 ( ) 0 5 (A )2 2 det(A) [Com ()]

Ici [Com(A)],, = 4, d’ou 'on en conclut que

/Jroo dx /+°° dy /+°° dz e~ @ —2y*—=*Fay+ay _ 7(2@36“2/7 = 27F\/?ea2 7
Il N Y 14 7

On termine par mentionner qu’il faut vérifier que A définit bien une forme quadratique définie
positive pour faire le raisonnement ci-dessus. Pour cela, il suffit de montrer que les valeurs
propres de A sont strictement positives. Le calcul du polynéme caractéristique donne

2-X -1 0
xaAX)=| -1 4-X 0 |=2-X)[2-X)4-X)-1]=(1-X)(X2-6X+T7).
0 0 2-X

On obtient déja que 1 est valeur propre, tandis que les deux autres valent 3 4 /2. Toutes les
valeurs propres sont strictement positives, ce qui assure que A définit bien une forme quadratique
définie positive.
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IL.E. Retrouver le résultat de I'Eq. (4) en calculant 'intégrale

+o00 +o00
/ dzx / dy ema(@*+y?),

Indication : On pourra calculer cette intégrale a l'aide d’un changement de variables, puis relier cette
intégrale a celle donnée dans I'Eq. (4).

Solution :
On note J l'intégrale de 'Eq. (4), et on observe que

“+o00 “+o00 +oo
/ da ] / da/ e~o(@* V),

c’est-a-dire que J? est Iintégrale que I’énoncé demande de calculer. Pour calculer cette derniere
intégrale, on passe en coordonnées polaires, et on obtient

oo 21 *+00 . -1 7 +oo
= / / drdfre " = 27r/ drre = 2x [earz} = :
0 0 0 2a 0 a

d’ou le résultat attendu en prenant la racine carrée.

J? =

I1I.

Produit scalaire et espace de matrices

On se place dans ’espace vectoriel M,,(C) des matrices carrées de taille n. On définit

avec Af

VA ,Be M,(C) (AB)=Tr(A'B), (5)

= AT le conjugué hermitien de la matrice A.

ITI.A. Montrer que (:|-) est un produit scalaire sur M,,(C).

~

Solution :

Il faut vérifier que le produit scalaire est linéaire a droite, ce qui est évident, par linéarité de la
trace.

Il faut ensuite prouver que le produit scalaire est a symétrie hermitienne [(B|A) = (A|B) pour

A,B e M, (C]:

(B|A) = Tr(BTA) = Tr(BTA) = Tr(BTA) = Tr[(BTA)T] = Tr(ATB) = (4|B),

ou on a utilisé que la trace d’une matrice est égale a la trace de sa transposée.
11 faut enfin vérifier que le produit scalaire est défini positif ((A|A) > 0et (A|/A) =0= A =10):

(A|A) = Tr(ATA) = Tr(ATA) = Z (AT A);; ii )ijAji = ZZ |Aji|? > 0.
=1 i=17=1

i=17=1

De plus si (A]A) = 0, alors tous les coefficients de A sont nuls.

ITI.B. Soit F' € M,,(C). On définit ’endormorphisme

I3 M, (C) = M,(C)
' M— FM '

Déterminer l'adjoint fT de f. A quelle condition sur la matrice F 'endormorphisme f est-il auto-
adjoint ?



LICENCE SCIENCES DE LA MATIERE (L3) 2023-2024

\

Solution :
On calcule le produit scalaire (A|f(B)) (pour A, B € M,(C)) afin de déterminer fT :

(A|f(B)) = Tr(ATFB) = Z(A FB)ii=Y_ 3> (ANijFjuBri=>_> > AjiFj;By.
i=1 i=1j=1k=1 i=1j=1k=1
On a alors,

n n n n n n n n

(AIfB) =33 AjiFuBri =YY > (F1)jAjiBr =Y Y (FTA)By; = Te((FTA)'B).

i=1j=1k=1 i=1j=1k=1 i=1 k=1

On en déduit alors que
(Alf(B)) = Tr((FTA)'B) = (FTA|B) = (f1(A)|B)

Ceci étant vrai pour toutes matrices A et B, et le produit scalaire étant défini positif, on en
déduit que

er ) M, (C) - M, (C)

| M~ FiM '

On en conclut donc que f est auto-adjoint si et seulement si F' est a symétrie hermitienne
(F=F").

J

ITI.C. On se place dans le cas particulier n = 2 jusqu’a la fin de ’exercice. On consideére le sous-espace
vectoriel

(5 e

Déterminer son orthogonal F+ = {M € My(C)|VN € F (N|M) = 0}.

Solution :
Soit M une matrice de Mo (C).

M = (Z Z) e Ft =V, V)eCTr

(

<= ad —cb +bb +da =0,
<—b=ceta=—d.

Fh= {(Z _ba> , (a,b) e((:?}.

o
ISH e
N——

\
=
SN
N——
| I
Il
L

On en conclut donc que

ITI.D. En déduire la distance de la matrice (pour a,b,¢,d € C)

=)

aF.
Solution :
. . . , 1 0 0 1
Le sous-espace vectoriel F est de dimension 2, engendré par 01 et 1 0)
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0 -1 10
La réunion de ces deux familles forme une base de M3(C). On va alors décomposer la matrice
J sur ces quatre matrices pour déterminer la projection de J sur F et son orthogonal :

10 0 1 10 0 1
(L O A G R O A )

On trouve a = (a+d)/2, 8 =(b—¢)/2,v=(a—d)/2 et § = (b+ ¢)/2. La distance de J & F

correspond alors a la norme de
1 0 0 1
JL_”(O —1) +5<1 o>’

son projeté orthogonal sur F1, soit

1 1
De la méme maniere, son orthogonal est de dimension 2, engendré par 0 ) et (O )

4(0.F) = JULIT) = 2P + 7] = /£ lla— a2 + b+ ol

L J

III.E. Déterminer la matrice de f dans la base

{60036 o) 60

Retrouve-t-on le résultat de la question B 7

Solution :
On détermine 'image des éléments de f :

(o 9) = B 0= (s =m 6 3)
()= (8 ) (5)= (2 5) =6 3)
1(0) R e R H ) R o P
(0 9) = )6 2)=6 8) =l )

On en tire alors que la matrice de f est

= O
o O

]
o O

o
[

o
jan)

/_\/?/\/\
(@)
N~ ~— ~—__— ~—__—

o
—_

Fii1 Fi2 O 0
| P Fe 0 0| [(F 0
Mat(£,B.B)=|"0" " R, Py _<02 F)

ou la derniere écriture correspond a une écriture par blocs de la matrice, avec Oy la matrice nulle
sur My (C).

On vérifie aisément que B est une base orthogonale pour le produit scalaire. On en conclut donc
que f est auto-adjoint si et seulement si Mat(f,5,B) est & symétrie hermitienne, ce qui est
équivalent & dire que F' = FT. On retrouve bien le résultat de la question B.

10
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IV. Courbe et surface paramétrées

On considére une courbe paramétrée ¢ fermée de classe C! dans le plan (zOy) de paramétrisation (voir
par exemple la Fig. 1)

[0, 1] —» R3
. Yz (t)
t— 'Yy(t)

0

On considere la surface paramétrée . obtenue a partir de la courbe paramétrée € par rotation autour de
I'axe (Oy). Une paramétrisation de la surface .7 est

[0, 1] x [0, 7] — R3

5 cosf 0 sinf\ [~z(t) Yz (t) cos 6 (©)
|l e~ 0o 1 0 ()| = Yy ()
—sinf 0 cosf 0 —7(t) sin 6

IV.A. Justifier la paramétrisation de la surface donnée par I'Eq. (6).

Solution :
On obtient la paramétrisation de la surface en appliquant la matrice de rotation d’un angle
autour de 'axe (Oy)
cosf 0 sinf
0 10
—sinf 0 cosf

au vecteur donnant les composantes d’un point de la courbe paramétrée. Ici 6 varie entre 0 et
m pour que chaque point de la surface ne soit pas multi-paramétré.

IV.B. Déterminer I'expression de la longueur £ de la courbe ¢ en fonction de v,, 7, et leurs dérivées.

Solution :
Le résultat a été vu en cours et découle de la définition de l'intégrale curviligne d’un champ

scalaire : . .
ﬁszmmmz/MMMW+%@%
0 0

L J

IV.C. De la méme maniere, montrer que 'aire A de la surface .# a pour expression

1
A= [ dtha(o)] O+ 02
0

Solution :
Pour déterminer A, on part de la définition de I'intégrale surfacique d’un champ scalaire f :

//de:/Oldt/OWdé)f( S(t,0)) HXH

En prenant f = 1, on obtient
o [l

11
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Ici, on a :
o5 o (t/) cos o5 —'yx(f)) sin 6 o5 % —y (/t)%(t) cos
—_— = t . —_— = —_— —_— = T
5 RN BT B % 38 a(t)a(t)
—~.(t) sin 6 —vz(t) cos 6 Yy ()7 (t) sin @

On en déduit donc que

1 T 1
A= /O at /O A0lya (1)) /7 (02 + (1) = 7 /0 at e ()] /7 (1) + 7 (1)2.

IV.D. On définit ¥ le volume délimité par la surface . fermée. En considérant le champ de vecteurs

R? - R?

T x

<y

=y~ |y

z z

montrer que le volume V de ¥ s’écrit sous la forme

T 1
v=T /0 At |72 (8)] |y (D () — (D, (B)]-

Indication : On pourra utiliser le théoréme de Green-Ostrogradski, aprés avoir montré le résultat sui-

vant : V = (1/3) fffyﬁ -7dV.

Solution :
La surface . étant fermée, si on l'oriente vers I'extérieur, le théoreme de Green-Ostrogradski

# U'd§:// ﬁadvz:g/// dv = 3V.
54 4 4

On exprime maintenant le flux de ¢ en utilisant la définition de I'intégrale surfacique. Il faut
prendre garde que dS doit étre orienté vers l'extérieur, ce qui revient a dire que v -dS > 0. On
en déduit donc que

V:1# 7-ds,

implique que

3 M /
Y )YINNG)S
Lt x Yz (t) cos 0 —7y (t)yz(t) cos 6
-3 / at / all we || wOeo ||
0 0 Ve (t) sin @ Yy (£)72(t) sin 6

- ;/0 olt/o"r A0 |va ()] [y (£) 74 (8) — Y2 ()7, (E)],

d’ou le résultat demandé en intégrant sur 6.

IV.E. On considere la courbe paramétrée, appelée astroide, de paramétrisation

[0, 1] = R3
L cos(2mt)
L N sind(2xt) |’
0

12
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et représentée Fig. 1. En utilisant les résultats des questions précédentes, montrer que £ = 6, et
déterminer les valeurs de A et V.

Solution :
On commence par déterminer la longueur £. Pour cela, il faut déterminer la dérivée 7 :

—67 cos?(2nt) sin(27t)
Y'(t) = | 6msin?(2nt) cos(27t)
0

On a alors [|§'(t)[| = (/7,(t)* +7,(t)> = 67| cos(27t) sin(27t)|. On en déduit donc, apres le
changement de variable u = 27t,

L= / de |¥' ()| = 3/ du | cos(u) sin(u)| = 6/07r du | cos(u)| sin(u).

On peut alors effectuer le changement de variable w = — cos(u) [dw = sin(u)du], soit

1 1
£:6/ dw|w|:12/ dww = 6.
-1 0

On peut de la méme maniere calculer 'aire :

1
A= 77/ dt | cos®(2nt)| x 67| cos(27t) sin(27t)],
0

2m
= 377/ du cos*(u)] sin(u)],
0

= 677/ du cos (u) sin(u).
0

On effectue alors le changement de variables w = — cos(u), et on obtient
1
12
A:67T/ dww = =8,
_1 5
On calcule enfin le volume :

1
V= 7;/ dt | cos®(2nt)| | sin®(2nt) (—67) cos®(2rt) sin(27t) — cos® (27t)67 sin? (27t cos(27t)],
0

1
= 2#2/ dt | cos®(2xt)| sin?(27t),
0

2m
:7r/ du | cos® (u)] sin®(u),
0

w/2
27‘(‘/ du cos®(u) sin®(u),

—7/2

=27 /7r/2 du cos(u) [1 - sin2(u)}2 sin®(u),

—7/2

otl on a utilisé que cos?(u) = 1 —sin?(u). On effectue enfin le changement de variable w = sin(u)
[dw = sin(u)du], et on trouve

1 1 1
V:27T/ dw (1 — w?)*w? :27r/ dw (w2—2w4—|—w6) 247r/ dw (w2—2w4+w6),
0

-1 -1

v=tr(g-c+z)=Tor

soit finalement

3 5 7 105
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FIGURE 1 — Représentation de l’astroide dans le plan (xOy).

V. Résolution d’une équation fonctionnelle

On cherche a résoudre I’équation fonctionnelle (pour ¢,¢' € R™ et 8 € [0, q/7[)

+o0o
Ve €R, f(z)=sing(qz) + B / dy sinelg(z — )] £ (v),

(7)

d’inconnue f. Pour cela, on propose d’utiliser la transformée de Fourier. Pour une fonction u(z), sa trans-
formée de Fourier 4(k) est définie par

et sa transformée de Fourier inverse par

+o0 .
u(z) 1/ dk (k).

:% .

On rappelle que la fonction sin. est définie par

) R—R
sing : )
x +— sin(z)/z

V.A. En utilisant le fait que

1 [ g
sing(qz) = 2q/ dk’ e*'®,
—q

déterminer la transformée de Fourier de la fonction g, :  — sin¢(qz).

Solution :
On calcule la transformée de Fourier de g,(z) = sin¢(gx) a partir de sa définition :

oo e LT T
Gq(k) = / dz sin.(gz)e % = 2/ dx / dK' ¢! F ke
q —q

—0o0 —0o0
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On intervertit les deux intégrales, et on utilise le résultat vu en cours que
+o0 )
/ dz e F =R = ox5(k — k),
—0o0

et on aboutit a

x [ = si |k < q,
Gulk) = / Ak Sk —K) =1 |
—q 0silk|>q

V.B. Appliquer la transformée de Fourier 4 ’'Eq. (7). En déduire I'expression de f.

Solution :
On applique la transformée de Fourier a I’'Eq. (7), qu’on réécrit sous la forme

f(@) = gg(x) + Blgg * (),

— 00 — 00

soit, (gq % f)(k) = g,(k)f(k). On en conclut donc que

Il faut tout d’abord déterminer la transformée de Fourier du produit de convolution :

+00 “+o0o +oo . +0o0
gq*f / dx/ dy gq(z—y) f(y)e ™ =/ dyf(y)el’“y/ dz gq(r—y)e

*ik(w*y)’

V.C. En déduire l'expression de f(z).
Indication : On distinguera les cas ¢ > ¢ et ¢ < ¢ .

Solution :
On détermine la transformée de Fourier inverse de f :

1 400 . ) 1 q eikw
f(z) = / dk f(k)e** = — [ dk ———n.
21 J_ o 2¢' J_y 1 —Bdy(k)

Siq >, alors Vk €] — ¢, ¢[, g4(k) = 7/q, et on en conclut que

1) = o )

Si g < ¢, alors, il faut distinguer les intégrales pour |k| < g et |k| > ¢, soit

!

n o .y .
e~ gz _ o—iq'z eld'r _ pigr

I S

¢ (1=pn/q) sine(qe) + 2¢' Ty
. q . o g . . !

— 7{1/(1 " sine(qx) / sing(qx) + sine(¢'x),

= sinc(q'x) + frﬂ/z/q sing(qz).

1 / dk eif® — 1 7 — 4T giny(q'z)
[ = " fr— .
2¢'(1 - pr/q) iz 1—Bm/q

1 /q " 1 /—q " 1 /q "
p)=— " [ dkée* 4+ — dke®* + — [ dke*®,
i) 2¢'(1 - Bn/q) |4 2q" J_y 2q' J,
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